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Riemann ou Riemann-Dini? Qual o nome do teorema
sobre séries condicionalmente convergentes?

Riemann or Riemann-Dini? What is the name of the theorem
on conditionally convergent series?

Mateus Bernardes!©Q
Universidade Tecnolégica Federal do Parand — UTFPR

RESUMO

As séries numéricas convergentes podem ser divididas em duas categorias: aquelas que sio absolutamente convergen-
tes, isto ¢, que convergem mesmo quando seus termos sio tomados em mddulo; e aquelas que sio condicionalmente
convergentes, isto ¢, aquelas que quando seus termos siao tomados em médulo, se tornam divergentes. Esta divisdo nao
¢ apenas retdrica, estes dois tipos de séries tém propriedades bastante distintas, entre elas aquela sobre a validade da
propriedade comutativa da soma: ela vale para séries absolutamente convergentes e nio vale para as condicionalmente
convergentes. Este resultado é conhecido desde a primeira metade do século XIX, tendo sido citada por Dirichlet, que
nao a demonstrou. A primeira demonstragio do resultado ¢ devida a Riemann, e posteriormente por Dini, que teria
acrescentado uma pequena contribui¢io aquela demonstragio de Riemann. Tanto na bibliografia cléssica de Andlise
Matemdtica quanto na cientifica, em geral, o resultado aparece citado ora como teorema de Riemann, ora como teore-
ma de Riemann-Dini. No Brasil, parece haver uma distin¢ao temporal: enquanto as primeiras referéncias da primeira
metade do século XX nomeiam o resultado como Riemann-Dini, as referéncias modernas parecem preferir a versio que
credita o resultado apenas a Riemann. Neste trabalho investigamos a trajetéria deste resultado surgido em meados do
século XIX, passando pelos matemdticos alemaes e italianos e a forma como o resultado chega ao Brasil no inicio do
século XX, permitindo discutir a forma como resultados cldssicos sao nomeados.

Palavras-chave: Séries numéricas; Convergéncia Absoluta; Comutatividade; Teorema de Riemann; Teorema de Rie-
mann-Dini.

ABSTRACT

Convergent numerical series can be divided into two categories: those that are absolutely convergent, meaning they
converge even when their terms are taken in absolute value; and those that are conditionally convergent, meaning that
when their terms are taken in absolute value, they become divergent. This division is not merely rhetorical—these two
types of series have distinct properties, including the validity of the commutative property of addition. This property
holds for absolutely convergent series but fails for conditionally convergent ones. This result has been known since
the first half of the 19th century, having been cited by Dirichlet, who did not prove it. The first proof is attributed to
Riemann, and later refined by Dini, who reportedly added a minor contribution to Riemann’s original demonstration.
In both classical mathematical analysis literature and broader scientific works, the result is alternately referred to as
Riemann’s theorem or the Riemann-Dini theorem. In Brazil, a chronological distinction appears: early 20th-century
references label it the Riemann-Dini theorem, while modern sources tend to credit Riemann alone. This work inves-
tigates the trajectory of this result, which emerged in the mid-19th century through the contributions of German and
Italian mathematicians and explores how it reached Brazil in the early 20th century. This historical analysis provides a
basis for discussing the naming conventions of classical mathematical results and the evolution of academic attribution.

Keywords: Numerical Series; Absolute Convergence; Commutativity; Riemann’s Theorem; Riemann-Dini Theorem.

INTRODUCAO

Um resultado cldssico em andlise matemdtica estabelecido na segunda metade do século XIX,
lida com o comportamento de séries infinitas de ndmeros reais que sao condicionalmente conver-
gentes. Afirma que um reordenamento nas parcelas da série pode mudar o valor da soma e que, com
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o reordenamento adequado destes termos, a série pode convergir para qualquer valor previamente
fixado. J4 para as séries que sao absolutamente convergentes qualquer permutagao na ordem em que
sao somadas as parcelas mantém a soma inalterada.

Na bibliografia de andlise o resultado ¢ geralmente citado como teorema de Riemann ou entio
teorema de Riemann-Dini. Aparentemente a escolha por uma das formas de referenciar o resultado
depende, grosso modo, da origem geogréfica do autor: em geral as referéncias anglo-sax6nicas atri-
buem o resultado exclusivamente a Riemann, enquanto que as italianas preferem Riemann-Dini,
ainda que possa ser considerada a hipétese de que Dini tenha incluido uma pequena contribuigao
ao resultado de Riemann. Cabe também ressaltar que o resultado era certamente conhecido antes
desses dois matemdticos, pois havia sido enunciado antes por Dirichlet. Quando se trata das refe-
réncias brasileiras em andlise, as duas formas ocorrem e parecem depender mais da época em que
foram escritas do que de outros fatores.

O nome Riemann associado ao teorema deve-se, naturalmente, a Bernhard Riemann (1826-
1866), matemitico alemio de grande proeminéncia por suas contribui¢oes sobretudo na teoria da
integragdo e geometria diferencial. J4 o nome Dini refere-se a Ulisse Dini (1845-1918), matemdtico
italiano de obra relevante em diversas dreas, entre elas a andlise matematica.

Neste trabalho pretendemos discutir e compreender as circunstincias envolvidas numa e nou-
tra nomeagio, ¢ mesmo que nio aponte para uma conclusio clara e definitiva — mesmo porque
talvez a tarefa seja irrealizdvel — veremos que a investigacao parece sugerir a maneira sinuosa como
alguns resultados importantes circularam durante a era de ouro da andlise, época de sua Aritmetiza-
¢ao na segunda metade do século XIX.

Este trabalho estd baseado em ampla pesquisa bibliogrifica que fornece elementos para uma
comparacao e andlise qualitativa dos textos e obras, tanto as originais de Riemann e Dini, quanto
as de cardter diddtico — livros-texto de andlise matemdtica dedicados ao ensino da disciplina. Tam-
bém faremos referéncias a artigos cientificos que citam o teorema, ainda que seu objetivo nao seja
especificamente discuti-lo, mas dentro dos quais este aparece como resultado auxiliar. Esta andlise
tem por objetivo abrir uma discussao sobre a autoria de determinados resultados em matemadtica e
a forma como ela é, em muitos casos, designada.

UMA CLASSIFICACAO PARA AS SERIES NUMERICAS

Uma série numérica é uma soma com infinitos termos como:
o

dan=ar+ ax+ aztast as+ -,

n=1

onde cada 2, na expressao acima é um ntimero real.

Uma série pode ser convergente, quando esta soma resulta num nimero real ou divergente,
caso contrdrio. Dizer que a soma resulta num nimero real significa entender a soma como um
processo limite, isto é:

oo N
Zanzfvli_rgoz:anz h!i_rgo(a1+ a, + az + -+ ay)

n=1 n=1
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de tal forma que a convergéncia depende da existéncia deste limite.

Dentre aquelas que convergem ainda podemos fazer uma distingio entre as que sio
absolutamente convergentes e as que sio condicionalmente convergentes.

Uma série como a acima é absolutamente convergente quando:

D laul = las] + laa + las| + las| + las] + -

n=1

¢ convergente, isto é, quando a convergéncia da série ocorre mesmo com as parcelas sendo
tomadas em valor absoluto. Um exemplo ¢ a série:
1 1 1 1 1 1

E—I_E—I_ E-I-E-I- i—l—a—i-"',

que converge para 1. Sabe-se da teoria de séries que, toda série que converge absolutamente,
também converge. Portanto a série

1 1 1 1 1 1

33t T el

¢ absolutamente convergente pois, com os valores absolutos a série é exatamente a anterior.
Entretanto a reciproca nao ¢ vélida, isto é, existem séries convergentes que nao sio absolutamente
convergentes como atesta o contraexemplo cldssico, a série harménica alternada:

1

1 1 1

1 1

I

que converge para /z 2, entretanto nao converge em mdédulo, pois a série tomada com os mé-
dulos dos termos,

trata-se da série harmonica, que é reconhecidamente divergente.

Entretanto, a distingio que mais nos interessa neste trabalho diz respeito a validade ou nao da
propriedade comutativa para estas somas. Veremos ao longo deste texto como se chegou a conclusio
de que, enquanto para a séries absolutamente convergentes a propriedade é vilida, para as condi-
cionalmente convergentes pode nao ser. Sendo @: N—IN uma permuta¢io da ordem dos nimeros
naturais, a série

o

Z Ap(n) = Ap(1) T Ap2) + Ap(3) T Ap(a) T Agp(s) T

n=1

serd considerada um reordenamento da série original, com a ordem dos termos trocada. Assim,
por exemplo:
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1 1 1 1 1
7 at9t11 ¢

| =

¢ um reordenamento da série harmonica alternada apresentada acima, que converge para 3/2 /n
2. Fato ¢é que, para uma série que nao seja absolutamente convergente, a permuta¢io na ordem dos
termos da série pode resultar numa outra soma que nao a original, ou seja, a propriedade comuta-
tiva tipica das somas finitas deixa de valer aqui.

O TEOREMA SOBRE REORDENAMENTO DE SERIES POR DIRICHLET

Segundo Laugwitz (2008) a convergéncia das séries acima para /z 2 e 3/2 /n 2, jé era conhecido
desde os tempos de Euler. Entretanto nio eram consideradas como tendo sido obtidas uma da outra
por permutagio de seus termos, mas como objetos completamente distintos, derivados da expansao
em série de Taylor de diferentes fungées. De tal sorte que essa discussio sobre comutatividade estava
fora de cogitagio na época.

Foi s6 em 1837 que Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859) citou de maneira um
tanto marginal este importante resultado, afirmando que para séries absolutamente convergentes
a propriedade comutativa da soma estava garantida (Hairer; Wanner, 1995). Neste trabalho ele
mostra que ¢ possivel encontrar infinitos nimeros primos em progressao aritmética que tenham o
primeiro termo e a razao, primos entre si (Dirichlet, 1837). Em tradu¢ao livre temos:

[...] a diferenca essencial que existe entre dois tipos de séries infinitas. Se considerarmos
cada valor [absoluto] em vez de cada termo ou, sendo imagindrio, seu médulo, entio
dois casos podem acontecer. Ou ¢ possivel fornecer um valor finito que seja maior que a
soma de qualquer um de muitos desses valores ou médulos, ou esta condigio nao pode
ser satisfeita por qualquer nimero finito. No primeiro caso, a série sempre converge e tem
uma soma completamente definida, independentemente de como os termos da série sdo
ordenados [...]. No segundo caso, a série também pode convergir, mas a convergéncia
depende essencialmente do tipo de ordem dos termos. Estando a convergéncia mantida
para uma ordem especifica, entdo ela pode parar [de convergir] quando esta ordem for
alterada, ou, se isso ndo acontecer, entdo a soma das séries pode vir a ser completamente
diferente. Assim, por exemplo, das duas séries formadas a partir dos mesmos termos:

ambas convergem, mas com somas diferentes (Dirichlet, 1837, p. 48-49).
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O texto original exibimos nas Figuras 1 e 2 adiante, extraidas diretamente do trabalho de Di-
richlet (1837). Um comentdrio aqui ¢ fundamental: Dirichlet reconhece as somas como diferentes
e as entende como uma sendo obtida da outra através de um reordenamento de seus termos. En-
tretanto, apesar de saber que o fato estava associado a caracteristica de a série ser ou nao absoluta-
mente convergente, Dirichlet nao prové uma demonstra¢ao do resultado, e tampouco justifica sua
supressao.

Figura 1 — Texto original de Dirichlet (1837, p. 48).

Ehe wir weiter gehen, ist es nothig, den Grund der oben gemachten
Voraussetzung anzugeben, nach welcher s>1 sein sollte. Man {iberzeugt
sich von der Nothwendigkeit dieser Beschrinkung, wenn man auf den we-
sentlichen Unterschied Riicksicht nimmt, welcher zwischen zwei Arten von
unendlichen Reihen Statt findet. Betrachtet man statt jedes Gliedes seinen
Zahlenwerth oder wenn es imaginir ist, seinen Modul, so kénnen zwei Fille
eintreten. Es Lifst sich nimlich entweder eine endliche Grofse angeben, welche
die Summe von irgend welchen und noch so vielen dieser Zahlenwerthe
oder Moduln stets iibertrifft, oder diese Bedingung wird von keiner noch so
grofsen aber endlichen Zahl erfillt. Im ersteren Falle ist die Reihe immer
convergirend und hat eine v6llig bestimmte Summe, welche von der Anord-
nung der Glieder ganz unabhingig ist, sei es nun, dafs diese nur nach einer
Dimension, sei es, dafs sie nach zwei oder mehr Dimensionen fortschreiten,
und eine sogenannte Doppel- oder vielfache Reihe bilden. Im zweiten der
eben unterschiedenen Fille kann zwar die Reihe auch noch convergiren,
aber diese Eigenschaft, so wie die Summe der Reihe, werden wesentlich
durch die Art der Aufeinanderfolge der Glieder bedingt sein. Findet die
Convergenz fiir eine gewisse Ordnung Statt, so kann sie durch Anderung

Fonte: Foto do autor, da obra (Dirichlet, 1837, p. 48).

Figura 2 — Texto original de Dirichlet (1837, p.49).

dieser Ordnung aufhdren, oder es kann, wenn dies nicht der Fall ist, die
Summe der Reihe eine ganz andere werden. So ist z, B. von den beiden
aus denselben Gliedern gebildeten Reihen

1 1 i 1 1
—atn—ntrE ot

1 1 i | 1
trnr—wteter Tt

nur die erste.cnnvergirend, wihrend die folgenden

i i 1 1 1
g g g

1 1 1 1 1
i y—=gto¥r—7H+

zwar beide convergiren, aber keinesweges dieselbe Summe haben.

Fonte: Foto do autor, da obra (Dirichlet, 1837, p. 49).

O TEOREMA SOBRE REORDENAMENTO DE SERIES POR RIEMANN

Foi s6 no ano de 1868 que a primeira prova deste resultado foi publicada. Seu autor, Riemann,
havia falecido dois anos antes de ver o resultado publicado e aparentemente nao tinha a intengio
de fazé-lo. Ele o obtivera em 1854 quando apresentava sua habilitacao para professor em Géttingen
(Laugwitz, 2008; Gray, 2015). Na ocasiao Riemann apresenta um trabalho sobre representacio
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de fungdes em séries de Fourier, fortemente influenciado por Dirichlet (Gray, 2015), de quem era
admirador e que havia conhecido na passagem deste tltimo por Géttingen.

Quem publica o resultado é Richard Dedekind, também professor em Géttingen e com quem
Riemann mantinha uma longa relagao de amizade. O texto aparece no anudrio de pesquisa da uni-
versidade referente aos anos de 1866-67, e na apresentagio Dedekind escreve:

Este tratado foi apresentado em 1854 pelo autor para sua habilitagio na Universidade
de Géttingen na Faculdade de Filosofia. Embora o autor aparentemente nao pretendesse
publicd-lo, a publicagio aqui na sua forma completamente inalterada ¢ suficiente tanto
pelo grande interesse do préprio assunto como pela forma como trata os principios mais
importantes da andlise infinitesimal, parece justificada® (Riemann, 1868, p. 87).

Mais uma vez, o resultado aparece no texto de maneira relativamente marginal, uma vez que
o objetivo do trabalho incluia resultados mais robustos que este. Em relagio ao que Dirichlet havia
proposto anos antes, a diferenca é que Riemann agrega ao comentdrio uma demonstracio. Ini-
cialmente Riemann repete o comentdrio de Dirichlet a respeito da classificagao das séries em duas
categorias:

[...] as séries infinitas se enquadram em duas classes essencialmente diferentes, dependen-
do se permanecem convergentes ou nio quando todos os elementos se tornam positivos.
Na primeira, os membros podem ser posicionados conforme desejado, mas o valor [da
soma] na segunda depende da ordem dos membros (Riemann, 1868, p. 97).

Em seguida, insere um resultado preliminar:

Na verdade, numa série da segunda classe, denotamos os termos positivos, por sua vez,
por

a, a, a, ...
0s negativos por

~b,, b, —l73,

Portanto, ¢ claro que tanto ># como Y.b devem ser infinitos, porque se ambas fossem
finitas, a série convergiria depois de os sinais serem equalizados; mas, se uma delas fosse
infinita, a série divergiria (Riemann, 1868, p. 97).

Em seguida Riemann enuncia e demonstra o resultado sobre a nio-comutatividade de séries
alternadas, que exibimos integralmente na Figura 3, podendo ser liviemente traduzido por:

Aparentemente a série pode agora assumir qualquer valor C através de um arranjo ade-
quado dos membros. Se vocé pegar alternadamente esses grandes membros positivos da
série até que seu valor seja maior que C, e esses grandes membros negativos até que seu
valor se torne menor que C, entio o desvio em relagio a C nunca serd maior que o valor
anterior ao da tltima mudanga do membro do elemento. Uma vez que tanto as quantida-
des a como as quantidades b eventualmente se tornam infinitamente pequenas & medida

? Diese Abhandlung ist im Jahre 1854 von dem Verfasser behuf seine Habilitation an der Universitit zu Géttingen der philoso-
phischeb Facultit eingereicht. Wiewohl der Verfasser ihre Veroffentlichung, wie es scheint, nicht beabsichtigthat, so wird doch die
hiermit erfolgnede Herausgabe derselben in ginzlich ungeinderter Form sowohl durch das hohe Interesse des Gegenstandes an
sich als durch die in ihr niedergelegte Behandlungsweise der wichtigsten Principien der Infinitesimal-Analysis wohl hinlinglich
gerechtfertig erscheiden.
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que o indice aumenta, os desvios em relagio 3 C também se tornardo arbitrariamente
pequenos se avancarmos suficientemente na série, ou seja, a série convergird para C (Rie-

mann, 1868, p. 97)

Figura 3 — Texto original de Riemann.
- UB. D. DARSTELLBARE. E. FUNCTION DURCH E. TRIGONOMETR. REIHE. 97

Die Erkenntniss des zur Losung dieser Aufgabe einzuschlagenden
Weges ergab sich ihm aus der Finsicht, dass die unendlichen Reihen
in zwei wesentlich verschiedene Klassen zerfallen, je nachdem sie, wenn
man simmtliche Glieder positiv macht, convergent bleiben oder nicht.
In ‘den ersteren konnen die Glieder beliebig versetzt werden, der Werth
der letzterén. dagegen ist von der Ordnung der Glieder abhingiz. In
der That, bezeichnet man in einer Reihe zweiter Klasse die positiven
Glieder der Reihe nach durch

. g ady, da, Oz, . . .,
die negativen durch

— by, — by, — b5, . ...
go ist klar, dass sowohl Xa, als Zb unendlich sein miissen; denn wiren
beide endlich, so wiirde die Reihe auch nach Gleichmachung der Zeichen
convergiren; wiire aber eine unendlich, so wiirde die Reihe divergiren.
Offenbar kann nun die Reihe durch geeignete Anordnung der Glieder
einen beliebig gegebenen Werth C erhalten. Denn nimmt man abwech-
selnd so lange positive Glieder der Reihe, bis jhr Werth grosser als €
wird, und so lange negative, bis ihr Werth kleiner als € wird, so wird
die Abweichung von C nie mehr betragen, als der Werth des dem letz-
ten Zeichenwechsel voraufgehenden Gliedes. Da nun sowohl die Grissen
a, als die Griossen b mit wachsendem Index gzuletzt unendlich klein
werden, so werden auch die Abweichungen von €, wenn man in der
Reihe nur hinreichend weit fortgeht, beliebig klein werden, d. h. die
Reihe wird gegen C convergiren,
Fonte: Foto do autor, da obra (Riemann, 1868, p. 97)

Este resultado ¢ auxiliar na construgao daqueles que seriam o core da apresentacio de Riemann
e possivelmente seja por isso que ele ndo lhe tenha dedicado excessiva aten¢io. Também nao cita
diretamente o comentdrio de Dirichlet a este respeito no artigo de 1837, que dificilmente ele des-

conheceria.
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O TEOREMA SOBRE REORDENAMENTO DE SERIES POR DINI

A préxima referéncia a este mesmo resultado devemos a Ulisse Dini, matemdtico italiano da
segunda metade do século XIX, a quem devemos resultados importantes da andlise, principalmente
na teoria da integragao (Baroni; Otero-Garcia, 2014). Sua carreira como matemdtico e professor
inicia-se na universidade de Pisa, no ano de 1866, o ano da morte de Riemann.

Dini era “o pupilo favorito” de Enrico Betti (Ford, 1920), que no por acaso estivera na Alema-
nha com Riemann anos antes e o recebera na Itdlia quando este veio cuidar da sua satde. Segundo
(Laugwitz, 2008) Betti era, na Itdlia, a pessoa com quem Riemann tinha maior proximidade. Em
1877 Dini publica um famoso tratado chamado Fundamentos para a teoria das fungées de varidvel
real (Fondamenti per la teorica delle funzioni di variabili reali) (Dini, 1878). Segundo Walter Ford,
que escreveu o obitudrio de Dini para a Sociedade Matemadtica Americana, este trabalho “era to-
talmente original consigo e desde entdo passou a ser encarado como basal na teoria de fungdes de

varidvel real” (Ford, 1920, p. 174).

Neste primeiro perfodo de sua vida, entretanto, Dini ainda nio havia iniciado as pesquisas
que o fariam famoso nem havia entrado ainda neste vasto campo chamado anilise pura,
em cujo desenvolvimento estaria destinado a desempenhar um papel atuante. A transicio
dos seus interesses e trabalhos neste campo aconteceram por volta de 1870. Nesta data
comparativamente prematura deve ser recordado que esta nova e mais rigorosa andlise
(assim chamada “andlise moderna” hoje em dia) era pouco conhecida no mundo como
um todo, estando o espirito dos seus métodos confinado a uma limitada escola de pupilos
em torno de Weierstrass na Alemanha® (Ford, 1920, p. 174).

E neste trabalho de 1877 onde consta o resultado sobre séries condicionalmente convergentes
que discutimos no presente texto. O capitulo sobre séries inicia com a defini¢io de séries de nime-
ros reais ou complexos passando pela sua convergéncia e divergéncia. E neste que se comenta que “se
demonstra que para que uma série real ou complexa seja convergente independente da ordem dos
termos ¢ necessdrio e suficiente que a série formada com os valores absolutos ou com os médulos
dos mesmos termos seja convergente™ (Dini, 1878, p. 95).

Em seguida, ele enuncia o resultado sobre a nao comutatividade de séries que nao sio abso-
lutamente convergentes, aquilo que seria o teorema de Riemann. O trecho original incluimos nas
Figuras 4 e 5, e a tradugdo livre exibimos abaixo.

Sendo dada uma série real:

Olu +uy+..+u +..
Cujos termos sio em parte positivos e em parte negativos e tendem a zero com o cresci-
mento infinito de 7, e sendo:

G) o + 0, + .o +0 + ...

w

At this early period of his life, however, Dini had not yet begun the researches for which he is to be regarded as famous nor had
he in fact even entered seriously into that broad field, namely pure analysis, in whose development he was destined soon to play
an active part. The transition of his interest and labors to this latter field took place about 1870. At this comparatively early date it
will be recalled that the newer and more rigorous analysis (the so-called “modern analysis” of to-day) was but little known to the
world at large, At this comparatively early date it will be recalled that the newer and more rigorous analysis (the so-called “modern
analysis” of to-day) was but little known to the world at large, the spirit of its methods being virtually confined to the limited school
of pupils immediately surrounding Weierstrass in Germany

Si demostra che onde una serie reale o complessa sai convergente independentemente dall’ordine dei termini ¢ necessdrio e sufi-

EN

ciente che la serie formata coi valori assoluti o coi moduli degli stessi termini sia convergente.
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DB, +B,+ o+ B+
as séries de termos positivos e dos valores absolutos dos termos negativos:
1o. Se estas duas séries (6) e (7) sio ambas convergentes, a série dada (5) é convergente
independentemente da ordem se seus termos:
20. Se s6 uma das séries (6) e (7) ¢ divergente, a série dada (5) ¢ divergente em qualquer
ordem que se tomem os seus termos:
30. Se as séries (6) e (7) sao ambas divergentes, poder-se-d sempre mudar a ordem dos
termos na série (5) de modo a fazer com que essa se torne convergente e tenha como soma
uma quantidade qualquer dada, ou se torne divergente ou se torne indeterminada; e isso
poderd ser feito de um niimero infinito de formas (Dini, 1878, p. 98).

Na sua versao, Dini generaliza o resultado de Riemann incluindo a possibilidade de que, per-
mutando-se os termos da série condicionalmente convergente, ela seja divergente, algo que nao
aparecia na versio original de Riemann. Além disso, a demonstragao ¢ mais algébrica, mais formal
do que aquela apresentada pelo alemao. Ressalte-se também que Dini no cita nao Dirichlet, tam-
pouco Riemann. E bastante improvdvel que ele desconhecesse os resultados, principalmente o de
Riemann, pela relagao que ambos tinham com Enrico Betti. Tanto que, num outro artigo de 1873
sobre unicidade do desenvolvimento de fun¢oes em série (Dini, 1875), ele cita o artigo de Riemann
onde aparece o resultado sobre nao-comutatividade de séries condicionalmente convergentes.

Os motivos pelos quais os resultados originais nao sao citados por Dini estao inacessiveis, e s6
podemos especular a respeito. A impressao que fica é que, dada a marginalidade dos resultados tanto
em Dirichlet (1839) quanto em Riemann (1868), Dini nio tenha achado necesséria a citacio. E até
mesmo possivel que esta comutatividade de séries condicionalmente convergentes fosse de dominio
comum mesmo antes de Dirichlet.

Figura 4 — Texto original de Dini.

5) ittt Attt -
i cui termini sono in parte positivi e in parte negativi e tendono a
zero col crescere indefinitamente di n, e essendo:

©)  oaybagt ot
@) BBt ABut -

le serie dei termini positivi e dei valori assoluti dei termini negativi:
1." Se queste due serie (6) e (7) sono ambedue convergenti, la
serie data (5) & convergente indipendentemente dall ordine dei suoi
termini:
2." Se una sola delle serie (6) e (7) ¢ divergente, la serie data
(5) é divergente in qualunque ordine si prendano i suoi termini:
3.° Se le serie (6) e (7) sono ambedue divergenti, si potra sempre
Fonte: Foto do autor, da obra (Dini, 1878, p. 98)
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Figura 5 — Texto original de Dini.

— 09 —

cambiare Uordine dei termini nella serie (5) in modo da far s che
essa divenga convergente ¢ abbia per somma una quantiti qualunqgue
data, o venga divergente 0 venga indeferminata; e cid potrd anche
farsi in un numero infinito di modi.

Fonte: Foto do autor, da obra (Dini, 1878, p. 99)

O TEOREMA SOBRE REORDENAMENTO DE SERIES: UM RESUMO

Esta Gltima hip6tese mereceria uma investigagao mais detalhada. Por exemplo, um trabalho

menos conhecido chamado Sobre Séries Infinitas e sua Convergéncia (Uber unendliche Reihen
und deren Convergenz) de Wilhelm Scheibner (1826-1908), langado em 1860, traz o teorema de
Riemann e uma demonstragao. Scheibner parece ter sido um matemdtico de carreira discreta, de
quem se tem pouca informagao. Foi professor em Leipzig e doutorou-se em Halle sob a orientagao
de Carl Gustav Jakob Jacobi (1805-1851). Talvez por ter este perfil, seu nome nao tenha sido his-
toricamente associado ao resultado.

Fato é que, de tudo que foi visto até agora, a ndo comutatividade de uma série condicionalmen-
te convergente foi estabelecida em trés etapas, ao longo do terco médio do século XIX. Dirichlet
enunciou o resultado, em seguida Riemann e Scheibner (1860) o demonstraram. Finalmente, Dini
generalizou o mesmo, incluindo o caso divergente.

Na literatura cientifica encontramos variedade de citagoes do resultado. Investigamos seis tex-
tos, dos quais quatro citam o resultado como teorema de Riemann e dois deles como de Riemann-
-Dini. Desses dois, um é de autores italianos e outro de autor brasileiro.

Por exemplo: em Smith (1975); Cowen, Davidson e Kaufman (1980); Stout (1986) e Gilula
(2021) encontramos uma discussao sobre a classe de permutagoes na ordem dos termos de uma
série condicionalmente convergente. Sao resultados que partem do fato que este tipo de soma nao
goza da propriedade comutativa, e em todos estes, cita-se o resultado como teorema de Riemann.
Tratam-se de autores norte-americanos ou radicados nos Estados Unidos.

Em Rao e Tulone (2007) o objetivo é apresentar um andlogo ao resultado discutido neste texto
para integrais que nio sio absolutamente convergentes. Botelho (2001) descreve as séries incondi-
cionalmente convergentes no contexto da Andlise Funcional, para séries formadas por elementos
de um espaco normado. Nestes trabalhos a referéncia ¢ feita a Riemann e Dini quando o resultado
é citado.

O TEOREMA DE RIEMANN-DINI NO BRASIL

E interessante notar como a oposigao entre as séries absolutamente e condicionalmente con-
vergentes quanto 4 comutatividade de seus termos aparece na bibliografia brasileira de andlise ma-
tematica.

Tendo a criagio da USP e a instituicio da Faculdade de Filosofia, Ciéncias e Letras em 1934
como ponto de partida para a modernizagio da matemdtica e do seu ensino, a influéncia da ma-
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temdtica italiana parece ter sido inevitdvel, principalmente pela chegada de professores vindos da
Itdlia, notadamente Fantappié (Silva, 2006) (Lima; Dias, 2010a e 2010Db).

Fantappie veio para colaborar na implanta¢io deste projeto moderno de ensino, ciéncias e ma-
temdtica e era, de acordo com Tdboas (2005), discipulo de Vito Volterra (1860-1940). Volterra, um
eminente matemdtico italiano que por sua vez, era discipulo de Dini (Biacino, 2019). Silva (2006)
e Otero-Garcia (2011) trazem em sua segao de anexos o programa de Andlise Matemdtica proposto
para o primeiro ano do curso de matemdtica, em 1935. Nestes anexos encontramos o teorema cita-
do como de Riemann-Dini. Provavelmente foi inserido no programa por Fantappi¢ no contexto do
estudo das séries absolutamente convergentes, como parte da reestruturagio do ensino de anilise,
uma vez que “percebe-se uma aten¢io destacada para a disciplina: Andlise Matemadtica, que parece
ser o eixo condutor do curso de Ciéncias Matemadticas” (Silva, 2006; p. 58).

Comeca-se a trabalhar a Andlise Matemdtica, na FFCL da USP, de uma maneira mais
rigorosa. Influéncia direta de Luigi Fantappi¢, conforme citado por Catunda no preficio
do 1°. Volume do seu Curso de Andlise Matemdtica, bem como pode-se ver na 1. pdgina
do “livro” Curso de Catunda Andlise Matemdtica de Fantappi¢ por Catunda (Silva; 2006,
p. 60).

Nos programas da disciplina para os anos seguintes este teorema, em qualquer uma das suas
nomenclaturas, nao aparecer mais explicitamente no restante da documentagao incluida nos anexos
dos trabalhos citados acima.

Ele s6 vai aparecer no curso de andlise de Omar Catunda.

Existem alguns motivos para destacar Omar Catunda (1906-1986) como um importante
personagem da histéria da matemdtica no Brasil [...]. Ele foi um dos principais repre-
sentantes e divulgadores da escola matemdtica implantada na Universidade de Sao Paulo
(USP) pelo italiano Luigi Fantappi¢ [...] de quem foi o primeiro assistente e com quem
colaborou intensamente na implanta¢io do Departamento de Matemdtica. Catunda su-
cedeu a Fantappi¢ na cdtedra de andlise matemdtica do Departamento, como interino em
1939 e como efetivo em 1945, sendo também seu diretor durante muitos anos. Aposen-
tou-se na USP em 1962 e transferiu-se para a Universidade da Bahia (UBa) em janeiro de
1963, onde tornou-se diretor do Instituto de Matemdtica e Fisica (IMF), que ajudara a
fundar em 1960 (Lima; Dias, 2010a).

No Curso de Anélise volume 1 de Omar Catunda, editado em 1962 pela Universidade de Sao
Paulo, encontramos o teorema de Dirichlet e o de Riemann-Dini sobre a comutatividade de séries
absolutamente convergentes. Algo que parece muito natural dada a relagio de Catunda com Fan-
tappi¢, além do fato de que a primeira versao do texto de Catunda baseava-se em notas de aula do
mestre italiano (Lima Dias, 2010a e 2010b). Nas figuras 6 e 7 exibimos os teoremas de Dirichlet e
de Riemann-Dini, respectivamente, como aparecem em Catunda (1962).
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Figura 6 — Teorema de Dirichlet no texto de Omar Catunda

Fonte: Foto do autor, da obra Catunda (1962).

Figura 7 — Teorema de Riemann-Dini no texto de Omar Catunda

Fonte: Foto do autor, da obra Catunda (1962).

Obras de autores contemporaneos a Catunda, como Abdelhay (1955) e Cossi (1960) também
trazem a versio de Riemann e Dini para o teorema. José Abdelhay era professor na Faculdade Na-
cional de Filosofia da Universidade do Brasil (R]), enquanto Ernesto Bruno Cossi era professor do
Instituto de Pesquisas Fisicas da Universidade do Rio Grande do Sul. Os trés estiveram no Primeiro
Coléquio Brasileiro de Matematica, ocorrido em Pogos de Caldas-MG no ano de 1957 (Calabria;
Nobre, 2013).

Outra influéncia italiana pode ter sido o texto de Francesco Severi (1879-1961), Lezioni di
Analisi, de 1933, que recebeu uma andlise extensa em Oliveira (2004). Severi teria indicado Fanta-
ppi¢ a Teodoro Ramos por ocasiao da criagao da USP (Tdboas, 2005). O livro de Severi seria o livro
texto adotado por Fantappi¢ na USP (Otero-Garcia, 2011), e que foi usado apenas no primeiro ano
do curso, segundo Oliveira (2004). Neste texto o resultado faz referéncia tanto a Riemann quanto
a Dini (Oliveira, 2004).

Fato ¢ que na préxima geracio de textos diddticos de andlise matemdtica, ou nio aparece mais a
que seria a versdo estendida do teorema, devida a Dini, ou, quando aparece, seu nome é suprimido.
Nos referimos aqui aos livros de Lima (1976), Figueiredo (1996) — cuja primeira edi¢ao é de 1975 —
e Avila (1999). Curiosamente, apenas em Figueiredo (1996) o resultado sobre a ndo comutatividade
das séries condicionalmente convergentes é nomeado como teorema de Riemann, ainda que nos
trés textos o resultado seja creditado a Riemann.

O seguinte resultado, devido a Riemann, contém a reciproca do teorema anterior.
Teorema 23: Seja Xz uma série condicionalmente convergente. Dado qualquer niimero
real ¢, existe uma reordenacio (bn) dos termos de Za,, tal que an = ¢ (Lima, 1976, p.
120).

Adiante, ao final da pédgina, Elon Lima ainda insere uma observagio que estabelece: “Um ra-
ciocinio andlogo (mais simples) mostra que uma conveniente mudanca na ordem dos termos de
uma série condicionalmente convergente pode fazer com que suas reduzidas tendam a +oo oua —co”.

(Lima, 1976, p. 120).

190



Mateus Bernardes

O enunciado incluido por Djairo Figueiredo no seu texto segue um exemplo sobre a reordena-
a0 da série harmonica alternada, similar a exibida aqui.

Teorema de Riemann: Seja 2z uma série condicionalmente convergente e seja ¢, um real
qualquer. Entio existe uma reordenagio da série que converge para ¢. Além disso, existem
reordenagoes da série que divergem para —oo e para +eo (Figueiredo, 1996, p. 214).

A versao do teorema que aparece no livro de Geraldo Avila talvez seja a mais econémica, por
assim dizer. Ele também parte da série harmonica alternada como exemplo para exibir o resultado e
faz referéncia ao original de Riemann (1868):

Esse surpreendente resultado, que discutiremos a seguir, ¢ descrito e demonstrado por
Riemann [...] em seus comentdrios sobre o trabalho de Dirichlet.

3.29. Teorema: Se uma dada série £z ¢ condicionalmente convergente, seus termos po-
dem ser reordenados de maneira que a série convirja para qualquer ndmero S que se

prescreva (Avila, 1999, p. 67).

Dessa geragao, sabemos que Geraldo Avila estudou na USP, tendo usado o livro de Catunda
(1962) no curso de andlise como mostram Lima e Dias (2010a). Quanto aos outros dois nao temos
noticia sobre sua relagao com esse texto. Os trés tiveram passagem pelos Estados Unidos na pés-gra-
duacio entre o final da década de 50 e inicio dos anos 60, e certamente essa passagem influenciou
a forma como conceberam seus cursos de analise.

Uma das referéncias que é comum aos trés textos ¢ o Principios de Andlise Matemadtica de
Walter Rudin, cuja primeira edigao é de 1953. Curiosamente, neste texto o resultado é creditado
a Riemann, ainda que a versdo nele apresentada seja mais parecida com a de Dini, incluindo a
possibilidade de que a reordenacio dos termos leve a série a divergéncia (Rudin, 1976). O teorema
enunciado aqui faz-se em termos de limites superiores e inferiores, que é 0 mesmo caminho adotado
por Apostol (1974). Uma possibilidade para que esta escolha tenha sido feita desta maneira encon-
tramos na lista de referéncia de ambos os textos: trata-se do livro de Konrad Knopp (1882-1957),
matemdtico alemao que foi professor em Berlim e Tubingen. Teoria e Aplicagdes das Séries Infinitas
¢ citado na sua versdo inglesa (Knopp, 1947), baseada na primeira edi¢ao alema de 1921. Knopp
enuncia o resultado que exibimos na versao original em inglés nas Figuras 8 ¢ 9, como:

Teorema do rearranjo de Riemann: Se 2z _¢é uma série condicionalmente convergente, nds
podemos, através de um reordenamento adequado, obter a série Xa'n com qualquer uma
das seguintes propriedades:

Convergindo para uma soma prescrita arbitrariamente, s’;

Divergindo para +oo ou para —eo;

Exibindo como limites superior e inferior de suas somas parciais, dois ntimeros arbitrdrios

pey, com p 2y (Knopp, 1947, p. 318-319).

Figura 8 — Teorema do rearranjo de Riemann, enunciado por Konrad Knopp

187. Riemann’s rearrangement theorem. If 2'a, is a conditionally
convergenl series, we may, by a suitable rearrangement (v. 29, 3), de-
duce a series Z'a., with any one of the following properties:

Fonte: Foto do autor, da obra Knopp (1947, p. 318).
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Figura 9 — Teorema do rearranjo de Riemann, enunciado por Konrad Knopp
§ 44, Rearrangement of conditionally convergent serics. 519

a) to converge fo an arbitrary'® prescribed sum 5';

b) to diverge to + 00 or to — oo;

c) to exhibil as upper and lower limits of its partial sums two
arbitrary numbers p and x, with p > x.

Fonte: Foto do autor, da obra Knopp (1947, p. 319).

Na referéncia numerada com 16 no item a) da Figura 9, Knopp cita o texto original de Rie-
mann (1868), de onde podemos entender que ele interpreta que o resultado original compreendia
até este item apenas. Observamos também que, em seguida ao enunciado do teorema de Riemann,
Figueiredo (1996) enuncia uma proposi¢ao com o mesmo resultado sobre limites superiores e in-
feriores citados acima, o que nos parece uma clara influéncia da perspectiva adotada nestes textos.

CONSIDERACOES FINAIS

O teorema de Riemann ou de Riemann-Dini estabelece um fato notdvel a respeito das séries
ditas condicionalmente convergentes: é possivel reordenar seus termos de forma conveniente de
maneira a fazer com a série convirja para qualquer valor previamente fixado, inclusive é possivel
fazé-la divergir a partir de um reordenamento adequado. Esse resultado ¢ tao forte que estabelece
que para uma série desta natureza — que afinal de contas é uma soma — a propriedade comutativa
nao estd garantida.

O resultado estabelecido aos poucos ao longo do tergo médio do século XIX teve contribui-
¢oes de Dirichlet, Riemann e Dini. Nao hd unanimidade quando se trata de nomear o resultado
que geralmente leva 0 nome de Riemann, eventualmente acompanhado pelo de Dini. A escolha
por uma ou outra nomenclatura parece depender de fatores distintos, e seria leviano de nossa parte
apontd-los de maneira definitiva, dada a natureza qualitativa de nossa andlise. Um indicio repousa
sobre a origem da citagao: parece haver uma preferéncia pela forma teorema de Riemann por auto-
res anglo—saxc')es, enquanto os italianos preferem teorema de Riemann-Dini. Uma investigacao mais
profunda poderia confirmar ou refutar esta hipdtese.

Quanto a nomenclatura mais utilizada no Brasil, o fator mais importante parece ser o tempo-
ral: o resultado chega na primeira metade do século XX por influéncia de analistas italianos como
teorema de Riemann-Dini, mas ao longo do século essa denominagio aos poucos vai sendo aban-
donada em detrimento da nomeagao teorema de Riemann, muito provavelmente devido a maior
circula¢io de analistas brasileiros pelos Estados Unidos e Europa como parte de uma politica de
qualificagao do corpo docente e cientifico nacional ocorrido a partir da década de 1950, permitindo
maior acesso a textos de matemdtica — em particular de anélise — mais modernos e atualizados.

Naio consideramos as influéncias e impactos que diferentes nomenclaturas possam exercer so-
bre a forma como os resultados sao apresentados em cursos de licenciatura e acreditamos que estes
possam ser um interessante tema de pesquisa futuro.
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