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RESUMO

Um problema comum na formagio de professores das chamadas ciéncias exatas, especialmente a Matemdtica, é a cha-
mada dupla descontinuidade: é comum que durante sua formacio universitdria, os conhecimentos e préticas da Mate-
mdtica escolar ndo sio empregados, e posteriormente o processo ¢ reproduzido com a Matemdtica universitdria em suas
préticas em sala de aula. Este trabalho é um relato de experiéncia de produ¢ao de material diddtico, monitorias e outras
atividades como parte do Estdgio a Docéncia do curso de Mestrado académico em Matemdtica, focadas na disciplina
Anilise Real. Estas atividades objetivavam nio apenas o ensino da Andlise, como também integrar aspectos histéricos
e filoséficos de seu desenvolvimento, buscando tornar a formagao dos professores, futuros docentes, mais ampla e mais
profunda simultaneamente. Assim, além de discutir a importincia da Andlise Real na formacio docente, também se
apresentam episddios histéricos que motivam discussoes interdisciplinares a respeito da matemdtica, bem como de seu
ensino. Para isto, encontram-se neste texto nio apenas relatos das agoes tomadas, mas propostas de acoes semelhantes
para integracio de conhecimentos na formagao de professores de Matemadtica.

Palavras-chave: Anilise Real; Histéria da Matemdtica; Filosofia da Matemdtica; Formacao docente; Ensino de Mate-
matica.

ABSTRACT

A common problem in the training of teachers of the so-called exact sciences, especially Mathematics, is the so-called
double discontinuity: it is common that during their university training, the knowledge and practices of school Ma-
thematics are not used, and later the process is reproduced with university Mathematics in their classroom practices.
This paper is an experience report on the production of teaching material, tutoring and other activities as part of the
Teaching Internship for the academic Master’s course in Mathematics, focused on the subject of Real Analysis. These
activities aimed not only to teach Analysis, but also to integrate historical and philosophical aspects of its development,
seeking to make the training of teachers, future teachers, broader and deeper at the same time. Thus, in addition to
discussing the importance of Real Analysis in teacher training, historical episodes that motivate interdisciplinary dis-
cussions about mathematics and its teaching are also presented. To this end, this text contains not only reports on the
actions taken, but also proposals for similar actions to integrate knowledge in the training of mathematics teachers.

Keywords: Real Analysis; History of Mathematics; Philosophy of Mathematics; Teacher training; Mathematics tea-
ching.

INTRODUCAO

No inicio do Século XX, o famoso matemdtico Felix Klein (1849-1925) apontou o proble-
ma dos contetdos ensinados na formagio dos professores nio conversarem com o ensino bdsico.
Klein (2009) se refere tanto aos conteddos ministrados na escola nao prepararem adequadamente
os futuros pesquisadores em ciéncias da natureza e matemadtica para a forma que esses campos do
conhecimento tomaram ap6s grandes descobertas e revolugdes, quanto ao fato do que ¢ ensinado
nas universidades nao parece influenciar na prética docente de muitos professores.

Em particular, nos interessa refletir e debater o papel da Andlise Real na formagao dos futuros
professores de matemdtica, norteados pelas seguintes perguntas: Essa é uma disciplina essencial para
a prética docente? Como ela pode ser ttil ao professor? Veremos como nao apenas conhecimentos
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da Anilise Real, como conhecimentos sobre a Andlise Real, e consequentemente a prépria matema-
tica podem influenciar a pratica dos professores que trabalham nos tépicos mais iniciais do ensino
da matemdtica. Assim, propomos uma resposta ao chamado problema da dupla descontinuidade:
¢ comum que durante a formagao universitdria de professores de Matematica, os conhecimentos e
préticas da Matemitica escolar nao sao empregados, e posteriormente o processo é reproduzido com
a Matemadtica universitdria em suas priticas em sala de aula.

Outro matemdtico muito influente do século XIX, Henri Poincaré indagou algo muito impor-
tante para nossa discussao: como a prépria forma de fazer matemdtica muda com o tempo. Em sua
obra intitulada O valor da Ciéncia, Poincaré (2011) apresenta sob a 6tica da relagao entre intuigao
e rigor, debates a respeito da prépria natureza da matemdtica e como esta muda com o tempo.

Ao comentar sobre o estado da matemadtica de seu tempo, ele comenta também sobre figuras
importantes do nosso estudo, como Weierstrass. Algo especialmente emblemdtico na matemdtica
daquele momento é a chamada aritmetizagao da matemadtica. O estudo de diferentes 4reas e concei-
tos passou a depender cada vez mais de uma defini¢ao rigorosa da nogao de niimero, como veremos
mais adiante. Assim, a cada época que analisamos da Hist6ria da Matemadtica, Poincaré afirma que
se pensava haver atingido o rigor absoluto, fruto da necessidade de rigor que cada época exigia em
seus problemas.

O que veremos é que esta aritmetiza¢ao da matemdtica traz profundas transformagdes no con-
ceito de niimero como concebido pela comunidade matematica, tornando o estudo dos niimeros
reais uma figura central na transformagio da matemdtica para a forma que possui atualmente.
Defendemos que tais reflexdes sao altamente tteis para que o professor de matemdtica possa nao
apenas ter um amplo conhecimento matemadtico, mas ainda sobre a matemadtica, podendo refletir
sobre a natureza desta e possivelmente assim também produzir reflexdes em sala de aula.

PARTICULARIDADES DA EXPERIENCIA

Este trabalho se inicia com o curso de Andlise Real ofertado pelo Programa de Pés-Graduagao
em Matemadtica da Universidade Federal do Amazonas (PPGM-UFAM), que tem sido ofertado
para alunos com interesse em realizar o exame de selecao de mestrado para o mesmo programa. A
professora que ministrou a disciplina possui experiéncia com este curso e com a disciplina Andlise
Real oferecida para os cursos de licenciatura e bacharelado em Matemadtica da mesma universidade,
tendo ministrado pelo menos 4 vezes desde 2008.

Por ser o primeiro programa de pds-graduagio em Matemdtica do estado do Amazonas, o
PPGM-UFAM tem atuado também na capacitagio qualificada de professores para as instituicoes de
ensino locais, como a prépria UFAM, a Universidade do Estado do Amazonas (UEA) e o Instituto
Federal do Amazonas (IFAM), dentre outras. Assim, ainda que o foco principal do programa seja
a formagao de pesquisadores em Matemadtica e Estatistica, os egressos em sua maioria atuam como
professores de Matematica, e especificamente no estado do Amazonas, grande parte em cursos de
licenciaturas.

Consideramos no desenvolver das atividades o fato que os alunos do nivelamento sdo majorita-
riamente professores de Matemdtica em formagio inicial ou continuada, ou futuros professores uni-
versitdrios que atuardo na formagio de professores de Matemdtica nos vdrios niveis de ensino. Além
disso, tendo em conta que nos cursos de nivelamento do programa comeca a formagao do egresso,
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pensamos em outras abordagens dos contetdos de Andlise Real que se relacionem com a prética e os
conhecimentos de professores e alunos de Matemdtica nos vérios niveis de ensino. Ao observarmos
que nao s6 abordagens, mas que outras organizagoes do curso diferentes das que sao apresentadas
na bibliografia cldssica eram possiveis, passamos a registrar os roteiros das aulas utilizadas na prética
em sala de aula do curso, criando inicialmente notas de estudos.

No entanto, ao discutirmos sobre como melhorar o trabalho, contemplamos a possibilidade de
torna-lo um material de apoio para alunos de Matemdtica, em especial os de licenciatura, e nio ape-
nas os interessados nos cursos de nivelamento, apresentando os contetidos de Andlise Real em uma
disposicao original, inclusive de forma integrada com a histéria da Andlise e consequentes implica-
¢oes sobre a natureza da Matemadtica, além de reflex6es sobre como o contetddo abordado pode se
relacionar com a prética do professor de Matemadtica, destacando a importincia desta combinagio.

Com isso, o nosso trabalho surge de observagoes relacionadas tanto a realidade da atuagio
profissional dos egressos do PPGM-UFAM, quanto a necessidade de complementar a formacio
de alunos interessados em ingressar no programa. Sob as diretrizes mencionadas anteriormente,
surgem as notas que originaram o minicurso, resultando no presente texto, que esperamos ser til
nio somente a alunos interessados em ingressar em cursos de pés-graduagio em Matemadtica, mas
também a professores de Matemdtica em geral.

J4 o autor, além de promover o uso do material produzido em monitorias do curso de nivela-
mento em Andlise Real e do curso de Anilise para graduagio, participa de semindrios, tanto para
cursos de graduagio como para os cursos de nivelamento, com o intuito de promover discussoes
histéricas sobre o desenvolvimento dos conceitos de niimeros reais e fungoes, abordando as princi-
pais ideias surgidas dentro da nossa atual bibliografia, buscando trazer reflexoes sobre o surgimento
e evolugao do Célculo e da Anilise, bem como seus papéis nas formagoes dos discentes.

Tais integragdes permitem que o Curso de Cdlculo ja introduza alguma familiaridade com as
nogodes que geralmente s6 sao apresentadas com enfoque no Curso de Anélise. Por outro lado, um
Curso de Anilise integrado com a formacio docente permite que os professores do ensino bésico
compreendam melhor as nogées do Célculo e preparem seus alunos que possam encontrar tais
nog¢des em sua formagio, e os professores do ensino universitdrio rompam com o ciclo da dupla
descontinuidade na formagio docente.

O que se encontra nas segdes seguintes sao ideias obtidas a partir de grande parte da literatura
selecionada como referéncia as notas, e aqui apontamos uma ideia central contida no texto: o estudo
da evolugio da Matemdtica através do tempo complementa a formagao matemdtica, especialmente
de professores. Além disso, estao presentes algumas consideragdes resultantes da aplicagao do mate-
rial produzido em sala de aula, como possivel modelo para futuras atividades semelhantes.

Vale destacar que estas discussoes nao sio completamente inéditas na literatura, sendo o traba-
lho de Geromel Meneghetti e Bicudo (2020) sobre a mesma temdtica e com mesmo propdsito, mas
com referéncias, desenvolvimento e métodos distintos. De modo geral, esperamos que a inser¢ao
da histéria do conhecimento matemdtico na formagao docente traga aos professores reflexoes seme-
lhantes aquelas apresentadas por D’Ambrosio (2020).
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REFERENCIAL TEORICO

De modo geral, Alfonso-Goldfarb (2011) defende que nas ciéncias, reflexoes e discussoes sobre
como produzir conhecimento surgem naturalmente com as diferentes necessidades e questoes de
cada momento no decorrer da histéria, sendo apresentadas e discutidas pelos préprios estudio-
sos. E tal conhecimento ¢ particularmente til ao professor que ensinard ciéncias, ampliando sua
compreensdo nao apenas do conhecimento adquirido, mas de suas origens e do porqué este se faz
necessario.

Assim, a proposta deste trabalho é compartilhar nossa experiéncia de produc¢io de material di-
datico voltado para a disciplina Andlise Real tendo as diretrizes de integragao entre conhecimentos
de matemdtica, sua histéria e relacio com a atividade em sala de aula.

Baroni e Otero-Garcia (2014) apontam que, apesar de o cilculo diferencial e integral estabele-
cido por Newton e Leibniz ter sido rapidamente aceito pela comunidade cientifica, ao buscar novos
resultados, cada vez mais uma formalizacao dos conceitos anteriores era necessdria.

* Por exemplo, o estudo das séries trigonométricas levou:
* Riemann ao estudo das integrais;
* Cantor ao estudo dos niimeros reais e a criar a Teoria dos Conjuntos;

e Weierstrass ao estudo de continuidade e derivabilidade.

O trabalho de Baroni e Otero-Garcia (2014), juntamente com a tradugao do Curso de Andlise
de Cauchy feita por Roque e Schubring (2022) sio nossas principais fontes histéricas, além de co-
mentdrios dos matemdticos Klein (2009), Poincaré (2011) e Russell (2007). Enquanto Klein pro-
duziu discussoes sobre o ensino da Matemadtica e como esta pode ser apresentada de diversas formas,
tanto Poincaré quanto Russel trazem questoes que se caracterizam como discussoes filoséficas sobre
a Matemadtica. No entanto, as ideias que geralmente sao classificadas como provenientes da Filoso-
fia da Matemdtica sdo indissocidveis de sua histéria, e para compreender as principais dentre estas
ideias, ¢ necessdrio nao apenas entender o desenvolvimento dos conceitos e teoremas matemdticos,
bem como suas demonstra¢oes, como também as ideias que os préprios matemdticos defendem e
as origens destas, como uma leitura de um texto introdutério a Filosofia da Matemdtica como o de
Linnebo (2017) ou o de Newton da Costa (1962) pode comprovar.

Alinhados com a proposta de Ripoll, Rangel e Giraldo (2016), pretendemos entio atuar tra-
zendo conexoes entre as rupturas da formagao de professores no ensino bdsico, mostrando como
podemos refletir sobre a apresenta¢io dos contetidos e sua ordem escolhida, além disso, mostrar
que os conhecimentos apresentados enriquecem as possibilidades de atuagio do professor e ainda
ilustrando como podemos concretizar tais debates ainda na formacio de professores, produzindo
materiais diddticos.

Em sintese, consideramos o problema da dupla descontinuidade da formagio dos professores
de matematica e ciéncias da natureza, apresentado por Klein (2009), isto é, nossas propostas visam
conectar a Matemadtica universitdria com a Matemadtica escolar, para que os professores em formagao
nao apenas saibam contetidos de Anilise Real, mas reflitam sobre estes contetidos e empreguem
esta reflexdo em suas praticas docentes. Somos também inspirados em sua posicao em relagio ao
ensino de matematica, bem como suas reflexdes sobre a natureza da matemaitica, além das de Poin-
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caré (2011). Também apresentamos as discussoes sobre os fundamentos da Matemidtica debatidas
por Russel (2007). Consideramos também de modo geral a relevincia da histéria da ciéncia como
propulsora de melhorias na formacao de cientistas e professores de ciéncias, como debatido por Al-
fonso-Goldfarb (2004). Assim, propomos seguir as diretrizes de integragao entre conhecimentos de
matemdtica, histéria da matemadtica e o seu ensino, como defendido por Ripoll, Rangel e Giraldo
(2016). Aplicamos estas diretrizes na constru¢ao de um material diddtico, focado em andlise real, e
compartilhamos agora as experiéncias e ideias desta produgao.

Naturalmente, os livros que fundamentam nossa teoria matemdtica sao os cldssicos “Curso de
Andlise vol. 1”7 de Lima (2013), bem como “Introducio 4 Anélise Matemética” de Avila (1999).
Apesar da teoria e dos comentdrios apresentados ser a mesma do “Curso de Andlise vol. 17, a es-
colha dos contetdos se assemelha mais ao livro “Andlise Real vol. 1”7 de Lima (2020). Apesar de
ja existirem textos de Andlise voltados para a Licenciatura, como o de Avila (2006), que inclusive
conta com notas histdricas, nossa diferenca é a abordagem, que busca evidenciar as conexoes entre
conhecimentos de Matemdtica e conhecimentos sobre Matemadtica, como sua histéria.

METODOLOGIA

Inicialmente, o foco das atividades era a producao de notas de aula para o curso de Andlise
Real. Em particular, em razao da heterogeneidade das turmas do curso de nivelamento, os primeiros
topicos foram os que receberam mais aten¢ao. Ainda que nao sejam exclusivos da Andlise, assuntos
como Teoria Ingénua dos Conjuntos, Aritmética dos Ntumeros Naturais e Reais sao assuntos indis-
pensdveis para a disciplina. Por isso, apesar da ementa do curso em questo, apresentada na Figura
1, pressupor conhecimento destes tépicos, bem como nogées de limites, optamos por incluir em
nosso material nao apenas conteidos préprios da Andlise, mas fundamentos de Matemdtica em

geral.

Figura 1 — Ementa do curso

Poder Executivo P
Ministério da Educagio PN
Universidade Federal do Amazonas ‘( )‘
Pro-Reitoria de Pesquisa e Pos-Graduagio o, /-,-"
Programa de Pés-Graduagao em Matematica UFAM ey
UFAM

EMENTA DE DISCIPLINA
Curso: Mestrado em Matematica Pura ¢ Aplicada
Disciplina: ANALISE REAL
Sigla: PGMAT 527
Carga Hordiria: 60 horas
Créditos: 4
Ementa: Fungdes continuas. Fungbes deriviveis. Fungdes Inlegriveis. Seqiémcias e séries
numéncas. Seqiéncias e séries de fungdes: convergéncia simples e uniforme; teste de Welerstrass,
continuidade, integrabilidade ¢ derivabilidade do limite uniforme; teorema de Arzeld-Ascoli.
Teorema de aproximagio de Weierstrass,
Bibliografia: Lima E. L., Curso de Andlise, Vol 1 . IMPA, Rio de Janeiro, Projeto Euclides, 1989,

Bartle R, G., Elementos de anilise real, Campus, Rio de Janeiro, 1983, Rudin W, Principios de
andlise matematica, UnB, Livro Téenico, 1971,

Fonte: Rol de ementas do PPGM/UFAM
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Em seguida, analisando como a mesma disciplina pode ser apresentada por meio de diferentes
organizagoes dos mesmos topicos, fizemos algumas observagdes. Ainda que os conceitos de Conjun-
tos, Fungdes e Numeros Naturais, juntamente com suas principais propriedades, sejam indispen—
sdveis como ponto de partida, tendo em vista 0 método axiomadtico, os demais tépicos podem ser
apresentados de ordem distinta da usual, ilustrada a seguir, na Figura 2. As setas indicam possiveis
ordens de precedéncia na apresenta¢ao dos contetidos.

Figura 2 — Estrutura de t6picos da Andlise Real

Derivadas

Cioonjunios &
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Fonte: O autor

Nesta apresentagio, comumente adotada em muitos cursos de Andlise Real, entender conjun-
tos e fungoes serve de fundamentagio para Andlise Real, bem como para praticamente todos os
campos da Matemdtica Contemporinea. Naturalmente, em um curso que busca estudar fungoes
reais de uma varidvel real, é necessdrio entender o que sio fungoes, bem como alguns resultados
basicos sobre elas, além de niimeros reais. Mas devido ao encadeamento da Matemitica, isso exige
ainda algum conhecimento de outros conjuntos numéricos, contidos na reta real.

Neste sentido, o conjunto dos niimeros naturais destaca-se por trés razdes. A primeira é ser a
estrutura numérica mais simples, o que nos permite introduzir o exercicio do raciocinio e da escrita
Matemdtica. J4 a segunda ¢ a importincia das nog¢oes de enumerabilidade e Inducio Matemitica,
a primeira surgindo naturalmente em questoes relacionadas a Topologia da Reta e a prépria Teoria
dos Conjuntos, a segunda sendo um importante meio de demonstragao na Andlise Matemdtica. E
a terceira é o fato de os nimeros naturais serem os indices de sequéncias de nimeros reais, o que
impele a adogdo da interpretagio cardinal dos niimeros naturais, e torna necessdrio o uso de pro-
priedades deste conjunto numérico para deduzir propriedades de sequéncias numéricas.

Exploremos mais estas ideias. A aritmética dos niimeros naturais ¢ um dos blocos fundamentais
que compdoem a Matemdtica. Hd vérios indicadores disto, como o fato de que o programa logicista
de Friedrich Ludwig Gottlob Frege (1848-1925) tentava reduzir aritmética a légica, para provar
que Matemdtica em dltima instincia ¢ légica, ou do impacto proveniente dos chamados Teoremas
da Incompletude ao englobarem qualquer sistema que consiga deduzir os teoremas da aritmética,
como pode ser consultado nos textos de Linnebo (2017) ou de Newton da Costa (1962).

A origem de tal importancia dessa classe de nimeros ¢é algo citado anteriormente. Como Lin-
nebo (2017) e Baroni e Otero-Garcia pontuam e o texto de Cauchy comentado por Roque e
Schubring (2022) documenta, o Célculo Diferencial e integral se baseava na ideia de infinitesimais,
isto ¢, quantidades “infinitamente pequenas”, que permitiam calcular limites de fungoes, como as
derivadas, mas nao possuiam justificativa tedrica para sua manipulagao, que ora tratava os infinite-
simais como niimeros nao nulos, ora como iguais a zero, sendo apresentada a solu¢io moderna por
Weierstrass.
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Ambos os autores pontuam ainda que um dos marcos para a busca de novos padrées de rigor
na matemadtica, e especialmente na andlise foi a demonstracao analitica do Teorema do Valor Inter-
medidrio apresentada por Bernard Placidus Johann Nepomuk Bolzano (1781-1848).

Em termos simples, se uma func¢io continua definida em um intervalo fechado e limitado da
reta passa por um ponto menor que um valor ¢ e depois por outro ponto maior que ¢, entdo em
algum momento, seu valor é exatamente ¢. Tal fato pode ser considerado intuitivamente ébvio e
assim o era, sendo por isso tomado como axioma ou demonstrado de forma menos rigorosa que nos
padroes atuais. A demonstragao de Bolzano fez posteriormente com que os matemdticos refletissem
sobre quais proposicoes poderiam ser consideradas axiomas e quais poderiam de fato ser demons-
tradas, causando o surgimento de um processo que levou a famosos episddios da Histéria da Mate-
mitica, como o surgimento do formalismo matemadtico, a nogao de Geometrias nao euclidianas, e
0 que mais nos interessa: a aritmetiza¢do da Andlise Real.

Isto ¢, o estudo de diferentes dreas e conceitos passou a depender cada vez mais de uma de-
finicao rigorosa da nogao de numero. O que vemos é que esta aritmetizagio da Matemadtica traz
profundas transformagées no conceito de niimero como concebido pela comunidade Matematica,
tornando o estudo dos niimeros reais uma figura central na transformacio da Matemdtica para a
forma que possui atualmente. No entanto, a formalizagio da no¢ao de niimero real se apoiava na
nog¢io de ndmero racional, que por sua vez se apoiava na ideia de niimero natural.

Vale lembrar ainda, que curiosamente, a no¢ao do conjunto dos niimeros reais como conhe-
cemos ¢ uma das mais recentes em comparagio com as demais concepgdes modernas estudadas em
Andlise, sendo ainda novidade quando comentado por Klein (2009). Particularmente, a maioria das
apresentagoes se baseava em constru¢oes apoiadas na nogao de niimero racional, que foi formalizada
posteriormente. A apresentacdo geralmente escolhida na maioria dos cursos e bibliografias surge
com Hilbert em 1900, trazendo a axiomatiza¢ao do conjunto numérico como o que atualmente se
entende por corpo ordenado completo, de acordo com Baroni e Otero-Garcia (2014).

J4 a axiomatiza¢ao moderna dos nimeros naturais foi introduzida em 1889, Giuseppe Peano
(1858-1932) os axiomas que apresentamos anteriormente. No entanto, o autor escreveu este traba-
lho de modo a apresentar todo o texto em linguagem simbdlica, a fim de evitar que o uso de palavras
de uma lingua natural interfira na exatidao do contetido trabalhado, segundo Klein (2009).

Também no final do século XIX, Georg Cantor (1845-1918) juntamente com Heinrich Edu-
ard Heine (1821-1881), desenvolveu uma teoria que fundamenta os niimeros reais através das sequ-
éncias de Cauchy. Mas sua contribuigao mais famosa é a criagao do que atualmente entendemos por
Teoria Ingénua dos Conjuntos, que apesar de sofrer inicialmente grande rejeicio da comunidade
matemdtica, hoje é considerada ferramenta unificadora de diversos campos da Matemitica.

Isto se d4 em razao de conceitos essenciais como relagoes de ordem, relagées de equivaléncia,
inclusées, unides, intersecoes e principalmente funcoes serem todos conceitos expressos na lingua—
gem de conjuntos. Em particular, o conceito de fun¢io assume protagonismo em praticamente
todos os ramos principais da Matemdtica. Estruturas Algébricas sao conjuntos munidos de opera-
¢oes com determinadas propriedades, e operacoes sao fungoes. A¢des geométricas como rotagoes,
translacoes e reflexdes sao o que chamamos de isometrias, que sao ainda fungées.
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Um exemplo de sucesso no emprego da nogao de conjunto que merece destaque ¢ o da Topo-
logia. Para comentar isto, voltemos a falar da estrutura usual de um curso de Anilise Real. Apesar
de haver na Figura 2 um item denominado “Topologia da Reta”, este item significa tdo somente o
estudo de conceitos exclusivos da Topologia empregados como ferramentas do Calculo, ou seja, as
defini¢oes e propriedades de subconjuntos abertos, fechados e compactos. Também sao objetos de
estudo da Topologia as no¢des de sequéncia, limite e continuidade, que podem, surpreendentemen-
te, ser expressas uma a partir da outra.

Isto significa que, por exemplo, uma func¢io f'é continua em um ponto z se, e somente se, 0
limite de f{x) quando x tende a « é igual a f{), que por sua vez equivale a dizer que a imagem por
fde toda sequéncia que tende a 2 é uma sequéncia no conjunto imagem de f; que converge para
fla), e ainda, uma fungao ¢ continua, se e somente se, a pré-imagem de conjuntos abertos ¢ aberta.

Historicamente, as no¢oes de ponto de acumulagio, conjunto derivado, conjunto denso, além
de outras foram introduzidas através de Cantor, segundo Baroni e Otero-Garcia (2014). Estas no-
¢oes hoje fazem parte do estudo da Topologia, inicialmente denominada Analysis situs por este
ser o nome do artigo em que Poincaré introduziu tal estudo, também de acordo com Baroni e
Otero-Garcia (2014). Poincaré (2011) chama a este estudo de “verdadeira geometria descritiva’,
isto porque nele se traduzem conceitos geométricos a nogoes que dispensam quantidades, ou seja,
apresentam-se ideias da geometria da reta que nio precisam de niimeros especificos.

Atualmente as ideias da Topologia de fato dispensam nogées numéricas por serem expressas
meramente através de conjuntos, e assim, as nogoes de conjunto aberto, conjunto fechado, conjun-
to compacto, e outras derivadas, sdo todas expressas através de conjuntos, familias de conjuntos e
operagoes entre estes. E assim, consequentemente, também sao expressas as ideias de continuidade
e limite em ambientes mais gerais. No entanto, entender casos particulares onde podemos evocar
nogodes quantitativas, como distincias entre pontos, ¢ uma introdu¢io adequada ao estudo da To-
pologia por desenvolver estas ideias em ambientes de fécil visualizagao, permitindo o exercicio da
intui¢do juntamente ao desenvolvimento do estudo.

Desenvolvidas as ideias da topologia da reta, jd se tem em maos todas as ferramentas para a
compreensdo do Célculo. Apesar das ideias de derivadas e integrais serem tdpicos préprios de estu-
do, ainda assim sdo casos especiais de limites, que por sua vez sao equivalentes a ideias topoldgicas
na reta.

Geralmente, por questoes diddticas, o Célculo Diferencial ¢ introduzido antes do Célculo Inte-
gral, pois os algoritmos para derivar fungées sao mais simples, e, portanto, os primeiros algoritmos
para integrar fungées so evocados via Teorema Fundamental do Célculo como o processo inverso
de derivar.

No entanto, justamente pelo Teorema Fundamental do Cilculo, nao hd uma ordem de prece-
déncia entre derivadas e integrais para o método axiomdtico. Os conceitos de integrais podem per-
feitamente serem introduzidos sem o conhecimento de derivadas e assim realizar o processo inverso.

Todas essas organiza¢oes foram comentadas ou mesmo aplicadas em sala de aula em diferentes
apresentacoes do curso de Andlise, presenciadas pelo autor deste texto e juntamente com os apon-
tamentos apresentados até aqui, resultam nas consideragdes da se¢ao seguinte.
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ANALISES E RESULTADOS

A partir das questoes apresentadas nas segoes anteriores temos suporte tedrico para as questoes
que, de fato, sdo o cerne deste trabalho. Comecemos analisando a importancia dos conhecimentos
de Andlise Real na formagio docente, principalmente na formacao inicial.

Primeiro, os fundamentos da Anélise, bem como de praticamente todos os campos da Mate-
madtica contemporinea, residem na Teoria Ingénua de Conjuntos e na Aritmética dos conjuntos
numéricos, especialmente os naturais e reais. Nisto, a Andlise surge nao s como exercicio destes
estudos, mas como forma de mostrar a poténcia que estes campos possuem como fundamentagao
tebrica para outras teorias da Matemadtica contemporénea, permitindo nao apenas um entendimen-
to mais amplo sobre o que a Matemdtica trata, mas um entendimento do porqué a Matemidtica
universitdria diverge da Matemdtica escolar.

Segundo, a Andlise introduz e expande a compreensao de nimeros reais como elementos de
um corpo ordenado completo, bem como suas diferentes interpretagdes. Do ponto de vista prético,
duas abordagens se sobressaem ao apresentar niimeros reais em sala de aula. A primeira consiste em
tratd-los como expressoes decimais, isto é, um nimero inteiro seguido de uma sequéncia de digi-
tos, enquanto a segunda ¢ sua representacao geométrica enquanto pontos de uma reta orientada.
A Anilise entdo permite compreender mais profundamente as motivagoes para estas construgoes e
porque ambas sdo consideradas meramente representagoes distintas para o mesmo conceito. E ain-
da, podemos comparar a estrutura da reta com as pertencentes a outros conjuntos numéricos, como
os racionais e os complexos, permitindo analisar melhor as semelhancas, como serem corpos, serem
ordenados ou completos, nao s6 das propriedades bdsicas, mas de suas consequéncias. Um professor
que compreende bem as propriedades algébricas dos reais terd ainda dominio sobre as propriedades
de racionais e complexos por estes serem também corpos, por exemplo.

Terceiro, as nogoes de infinito, como enumerabilidade, que estao no cerne do que caracteriza
a Matemadtica moderna, sao tratadas rigorosamente sob a 6tica da Anilise. Isto permite que os pro-
fessores estejam cientes da existéncia de diferentes tipos de infinitude, como classificar tais tipos e
quais suas propriedades. Em sala de aula isto pode se concretizar como uma forma de conectar os sa-
beres da Matemdtica escolar e da Matemadtica universitdria. Ainda que possam ser contraintuitivas,
as ideias modernas sobre infinito sdo caracterizadas por raciocinios surpreendentemente simples,
como o caso do argumento diagonal de Cantor para provar a nao enumerabilidade dos reais. Assim,
surge uma oportunidade para profundas discussoes acessiveis a alunos do ensino escolar sobre o que
¢ infinito e quais suas propriedades.

Quarto, o exercicio do método dedutivo como fundamento das ideias mais intuitivas sobre
ndmeros, finitude, além de ser uma espécie de intersecio dos itens ja abordados, traz ainda consequ-
éncias préprias interessantes. Entender por exemplo, que se um conjunto estd incluido em outro, o
numero de elementos do primeiro nio excede o do segundo, é um fato considerado intuitivamente
6bvio, mas a demonstracio nio ¢ trivial. Conhecer as demonstragées de propriedades basicas como
a lei do corte nos naturais também permite explicitar que, por muitas vezes, fatos matemdticos sim-
ples possuem demonstracoes que nio compartilham a mesma simplicidade. Isto permite também
filtrar o que ndo é acessivel aos estudantes ainda na formagao escolar.

Quinto, alguns fatos a respeito de nimeros reais s6 podem ser satisfatoriamente elucidados
através do método cientifico. Por que o método da bisse¢io sempre funciona? Por que sempre po-
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demos aproximar qualquer nimero real por um niimero racional? Por que podemos nos aproximar
indefinidamente de um ntimero real através de nliimeros racionais, e ainda assim, o niimero resul-
tante ser irracional? Sao perguntas naturais que devem ser exploradas ainda que apenas do ponto de
vista computacional em sala de aula.

Sexto, a Andlise na Reta é também preparagio para tépicos ainda mais avancados de matema-
tica. Naturalmente, professores de Matemdtica podem aproveitar conhecimentos de dreas como
Algebra Linear, Espagos Métricos, Fungées de Varidveis Complexas e Estruturas Algébricas. Além
de o estudo da estrutura da reta ser nao apenas um exercicio de método axiomdtico, como também
um estudo que compartilha os mesmos fundamentos de outras dreas da Matemadtica, a estrutura
da reta pode ser generalizada por meio de espagos vetoriais, espagos métricos, espagos topoldgicos,
corpos e anéis.

O dltimo tépico é o entendimento do processo histérico que resultou na Andlise. No entanto,
este merece um debate préprio, que também se divide em diversos pontos de interesse para a for-
magio de professores de Matemitica.

O primeiro deles é o entendimento do problema da dupla descontinuidade proposto por Klein
(2009), suas origens, e consequentemente agoes para resolvé-lo. O Célculo é ferramenta indispensé-
vel na Matemadtica universitdria, e suas mudangas implicam em mudancas necessdrias na formagao
escolar dos alunos que futuramente podem precisar desta ferramenta. Entao o entendimento do
rompimento entre a Matemdtica tradicional e a Matemdtica contemporinea tem raizes histéricas, e
ao saber dessas histérias ¢ que podemos conciliar estas rupturas.

O segundo ¢ uma consequéncia do primeiro, mas merece destaque, e consiste em entender
a Matemdtica como um campo dinidmico. Como Poincaré (2011) aponta, ainda que as verdades
matemdticas permanecam verdadeiras através do tempo, a relagao entre intuigao e rigor se alte-
ra conforme a necessidade de cada momento histérico, resultando em diferentes formas de fazer
Matemadtica no decorrer do tempo. O processo de aritmetizagdo da Matemadtica, em particular da
Andlise, é um exemplo histérico protagonista para ilustrar esta ideia.

O terceiro tépico é justamente compreender a aritmetiza¢io da Andlise como um dos processos
centrais na histéria da Matemdtica, isto é, entender como, quando e por quais motivos o conceito
de nimero se tornou uma das principais preocupacoes dos matemdticos, enquanto a Matemdtica
adquiriu as caracteristicas que possui atualmente. Para professores, isto elucida o quanto o conhe-
cimento bem fundamentado dos nimeros e suas propriedades ¢ imprescindivel na formagao mate-
madtica.

Como D’Ambrosio (2020) sintetiza: entender a histéria da Matemdtica permite ver a Matema-
tica como resultado de uma construgio social e cultural humana, bem como os problemas motiva-
dores para a construgio das ideias matemdticas e como tais problemas levaram ao desenvolvimento
de diferentes dreas da Matematica, além da compreensio de solugdes alternativas para problemas
que sao triviais quando se utiliza a matemdtica moderna, e por fim, a evolugao do rigor légico e de
provas matemdticas, elucidando porque estes possuem suas caracteristicas atuais.

Por fim, entender estes episédios da histéria da Matemdtica requer nao apenas conhecimentos
de Matemitica e de Histéria, mas também entendimento de ideias sobre a Matemadtica, que consti-
tuem a Filosofia da Matemdtica. Muitas vezes, a motivagio para o desenvolvimento da Matemdtica
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¢ externa, entdo entender a histéria deste desenvolvimento requer ainda nogdes de outras dreas,
como as Ciéncias Naturais, e este ¢ o tltimo tépico a se discutir. Entender a histéria da Andlise é
entender a histéria da Matemdtica como um todo, o que é uma atividade que exige saberes de dreas
diversas, expandindo o entendimento sobre o que é a Matemdtica, porque ela é da forma atual, e
quais os principais tépicos de interesse desta disciplina atualmente. Isto permite planejamento para
que os alunos de fato possam participar ativamente de debates sobre estas questoes e se formarem
de forma adequada para nio apenas enfrentar os problemas matemdticos modernos, mas entender
até mesmo porque estes surgem e sao relevantes.

CONCLUSOES

A partir de algumas informagoes histdricas sobre a Matematica é possivel compreender por que
ela possui suas caracteristicas atuais e o que a levou a divergir de suas caracteristicas antigas. Isto
abre portas para discussoes profundas sobre o que é a Matemdtica e como se faz Matemdtica, o que
complementa a formagio de professores. O texto apresentado é uma sintese de como o surgimento
e o desenvolvimento do que atualmente conhecemos como Andlise Real é um exemplo de oportu-
nidades para ampliar o entendimento de professores em formagao sobre sua drea.

Além disso, um dos aspectos de destaque é o surgimento de rupturas entre a Matematica esco-
lar e a Matematica universitdria, e entender este surgimento permite propor, mais adequadamente,
formas de contornar este problema em sala de aula. Assim, o curso de desenvolvimento apontado
pela Histéria da Matematica é muito diferente daquele adotado atualmente, visando clareza e rigor,
que por sua vez, difere da organizacio usual dos topicos no ensino escolar. No entanto, dominar
diferentes formas de organizar e entender a Matemdtica s6 contribui para aqueles que a ensinario.
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