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RESUMO

O artigo investiga como as métricas de Cayley, um conceito fundamental da matemdtica do século XIX, foram abor-
dadas tanto em periédicos académicos quanto nas obras de Gaston Darboux. Ele analisa o Bulletin des sciences mathé-
matiques et astronomiques durante seus dois primeiros anos (1870-1873), destacando o papel de seus editores—par-
ticularmente Darboux—na selecio de artigos que refletiam os interesses matemdticos da época. O estudo examina a
terminologia relacionada as métricas de Cayley e a conceitos associados, avaliando sua conexio com a Sexta Meméria
sobre os Quantics, de Cayley. Além disso, explora os trabalhos de Darboux que discutem explicitamente métricas ou
a chamada “geometria de Cayley”, analisando trechos selecionados 4 luz das contribui¢es de Cayley. Os resultados
revelam que as métricas de Cayley foram amplamente difundidas e desenvolvidas na Franga, sendo Darboux um dos
principais responsaveis por esse processo.
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ABSTRACT

The article investigates how Cayley metrics, a fundamental concept in 19th-century mathematics, were addressed in
both academic journals and the works of Gaston Darboux. It analyzes the Bulletin des sciences mathématiques et astrono-
miques during its first two years (1870-1873), emphasizing the role of its editors—particularly Darboux—in selecting
articles that reflected the mathematical interests of the time. The study examines terminology related to Cayley metrics
and associated concepts, assessing their connection to Cayley’s Sixth Memoir on Quantics. Additionally, it explores Dar-
boux’s works that explicitly discuss metrics or the so-called “Cayley geometry”, analyzing selected excerpts considering
Cayley’s contributions. The findings reveal that Cayley metrics were widely disseminated and further developed in
France, with Darboux playing a key role in this process.

Keywords: Arthur Cayley; Homogeneous Polynomials; Invariant Theory; Projective Geometry.

INTRODUCAO

As métricas de Cayley dialogaram com diversos ramos da matemdtica do século XIX, como a
teoria dos invariantes, a geometria projetiva, as geometrias nao euclidianas, e os estudos sobre super-
ficies, entre outros. A teoria dos invariantes comecou a se desenvolver entre os matemadticos brita-
nicos em 1841, com a publicagio do artigo de George Boole sobre transformacoes lineares. Cayley
demonstrou interesse pelo tema e publicou artigos sobre o assunto em 1845 e 1846, contribuindo
significativamente para o avanco da teoria, em parceria com Sylvester e Salmon (Dias, 2013).

Os trabalhos britnicos relacionados a teoria dos invariantes apresentaram uma conexao estrei-
ta com aspectos geométricos, especialmente com a geometria projetiva (Dias, 2023). Além disso,
as geometrias nao euclidianas passaram a se relacionar com a teoria dos invariantes a partir da pu-
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blicacio da Sexta Meméria sobre os quantics de Cayley (Dias, 2019). No campo dos estudos sobre
superficies, que inclui o conceito de métricas, o trabalho de Cayley na Sexta Meméria também
desempenhou um papel importante, tendo sua relevincia explorada posteriormente por Darboux,
como serd analisado nas préximas segoes.

O objetivo deste trabalho é analisar como as métricas de Cayley foram apresentadas no peri6-
dico Bulletin des sciences mathématiques et astronomiques e nos livros de Darboux. A escolha desses
documentos se justifica por fornecerem uma perspectiva sobre como Darboux lidou com o tema a
partir de 1870.

Inicialmente, analisamos o Bulletin, revisando todos os artigos publicados entre 1870 e 1873
que mencionam, direta ou indiretamente, as métricas de Cayley. Em seguida, aprofundamos o exa-
me das obras de Darboux.

METODOLOGIA

Os periddicos refletem a atividade matemadtica da época em que foram publicados e podem
ser analisados sob diferentes perspectivas, oferecendo subsidios valiosos para os historiadores em
suas pesquisas. Neste estudo, o periédico foi examinado em seus dois primeiros anos de publicacao,
com o objetivo de identificar os interesses tanto dos autores quanto dos editores, especialmente de
Darboux, jd que a selegao dos artigos era responsabilidade desses ultimos.

Para a anilise, foram selecionados artigos ou trechos que abordassem, direta ou indiretamente,
as métricas de Cayley. A pesquisa incluiu termos como “métrica’, “Cayley”, “absoluto”, “cénica
absoluta”, “distAncia’, “razdo dupla’ e “involu¢ao”, considerando seus equivalentes em francés, a
lingua do periédico. A simples presenga de um desses termos, no entanto, nio garantia a inclusao
do artigo; era necessdrio realizar uma leitura criteriosa para confirmar sua relagao com o tema. Dessa
orma, a citacio ao tema poderia ser indireta, sem a mencao explicita de palavras como “métrica”
f tag t d diret ¢ licita de pal t
ou “Cayley”, desde que os conceitos estivessem relacionados ao objeto de estudo. Apds a seleciao, os

Cayley”, desde q tos est | d bjeto de estudo. A leg
artigos escolhidos foram comparados ao trabalho de Cayley em sua Sexta Meméria.

Quanto aos livros de Darboux, foram selecionados aqueles que tratavam diretamente das mé-
tricas de Cayley ou, como Darboux as denominava, da “geometria de Cayley”. Os trechos selecio-
nados abordam essa temdtica e foram comparados e relacionados a Sexta Meméria.

METRICA DE CAYLEY

Para definir a métrica sobre a reta projetiva, Cayley chama a forma quadritica Q de “absolu-
t0®”. Ela desempenha um papel importante, pois a depender da escolha dessa forma quadritica
trabalharemos num dado modelo geométrico. A interse¢ao desta conica com a reta determina dois
pontos I ¢ ], e dado dois pontos A e B conjugados com I e ], Cayley define assim a distancia entre
o ponto A e X, em nota¢ao moderna, como sendo:

> Nos consideramos o termo “absoluto” como um substantivo nesta discussio e, seguindo o que foi escrito por Cayley e Klein em
seus artigos sobre o assunto, usamos o substantivo masculino para se referir  forma quadrdtica de referéncia ao estabelecer a mé-
trica.
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A figura abaixo representa geometricamente o caso da reta projetiva. Cayley se inspira direta-
mente da geometria da esfera, para maiores detalhes pode-se acompanhar o desenvolvimento com-

pleto no artigo de Dias e Grimberg (2019).

@ = arccos

Figura 1 — Métrica na reta

Fonte: Préprio autor

No caso do absoluto ser uma forma quadritica degenerada que, portanto,
é representada por um ponto duplo P, recai-se na métrica euclidiana. Cayley trabalhou essa ideia,
mostrando que a partir dessa abordagem o caso euclidiano é encontrado como um caso limite. Daf
ele faz sua famosa afirmagao de que a geometria projetiva é mais elementar que a euclidiana, o que
ia numa outra dire¢io da concepg¢io de sua época.

Darboux vai utilizar a mesma abordagem em seus trabalhos onde ele diz que faz “geometria de
Cayley”, ou onde cita explicitamente a sexta memoria. Ou seja, a partir de uma cdnica de referéncia,
definir uma métrica a partir de uma dada relagdo entre quatro pontos. Desenvolveremos mais sobre
estes aspectos nas proximas segoes.

BULLETIN DES SCIENCES MATHEMATIQUES ET ASTRONOMIQUES

O Bulletin foi fundado em 1870 por Gaston Darboux e Jules Hotiel. Ainda no primeiro vo-
lume, em 1872, Clebsch (1872a) escreveu uma noticia bibliogréfica sobre o seu livro, Theorie der
bindren algebraischen Formen (1872). Este livro cita Cayley, Sylvester e Salmon, como importantes
matemdticos que contribuiram com o que ele chamava de “teoria das formas”. Clebsch destaca o
cardcter geométrico da teoria, citando as memérias sobre os quantics. Na segunda segao do seu livro
ele afirma:

Apresento agora uma interpretagio geométrica da qual as formas bindrias, assim como os
invariantes e covariantes que sio capazes e importantes por causa de sua relagio com a
geometria analitica [. . .] uma ordem bindria de ordem 7, igual a zero, apresenta, como vi-
mos no inicio, uma equagio do enésimo grau, na qual x,/x, é o desconhecido e, portanto,
fornece 7 valores dessa razio. Se pensarmos agora em uma linha reta, em que cada ponto
representa um valor dessa relagio, uma forma bindria ¢, em certa medida, considerada a
expressao analitica do complexo dos 7 pontos dados pela equagao correspondente. (Cle-
bsch, 1872b, p.44, Tradugio nossa?)

# Ich werde jetzt eine geometrische Interpretation darlegen, deren die binidren Formen, sowie die dabei auftretenden Invarianten
und Covarianten fihig sind, und welche sowohl wegen ihres Zusammenhanges mit der analytischen Geometrie [. . .] Eine binire
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Clebsch (1872b) inicia a se¢do, como fica claro na cita¢io acima, estabelecendo a relacio exis-
tente entre os polindmios homogéneos de grau 7 com a sua respectiva interpretagao geométrica.
Essa abordagem ¢ idéntica & empregada por Cayley, Sylvester e Salmon. Inclusive Clebsch faz uma
nota no inicio da se¢ao onde cita as mem©rias sobre os quantics, especificamente a Quinta Memoria,
e o livro de Fiedler (1862) para a relagdo entre as substitui¢oes lineares com a razdo dupla. Destaca-
mos que Fiedler (1862) foi citado também por Felix Klein em seus artigos sobre as geometrias nao
euclidianas, pois ele traduziu para o alemao as Se¢oes Codnicas de Salmon, além de traduzir a Sexta
Memoéria sobre os quantics. Ou seja, o livro de Clebsch é de suma importincia para a compreensio
de como os métodos analiticos/geométricos de Cayley foram recebidos pela comunidade matems-
tica internacional.

Retornando 2 noticia apresentada ao Bulletin sobre este livro, podem-se fazer algumas pergun-
tas: primeiro, por que a noticia foi escrita pelo préprio autor e nio pelos editores? Segundo, qual o
interesse em se publicar uma noticia tao longa, total de onze pdginas, neste periédico? Para respon-
der & primeira pergunta, podemos pensar que o tema nio era do conhecimento de Darboux, nem
de Hotiel. O problema desta resposta é que Darboux escreveu sobre a “geometria de Cayley” em
seu livro de 1873 sobre as curvas e superficies algébricas. Hotiel, por ser um grande divulgador das
principais obras de matematica, fazendo diversas tradugées, provavelmente jd conhecia os trabalhos
dos britinicos. Provavelmente, a resposta seria de que os editores privilegiaram o tema, colocando a
noticia do préprio autor do livro, no intuito de enriquecer o debate sobre os novos aspectos algébri-
cos/geométricos presentes no livro de Clebsch, bem como sobre os métodos dos demais matemati-
cos citados por ele. Isso jd responde, pelo menos parcialmente, a segunda pergunta, ou seja, o tema
era do interesse de Darboux e Hotiel.

No mesmo volume do Bulletin, os editores divulgaram o livro de Heger, sobre geometria ana-
litica em coordenas homogéneas, também de 1872. Eles afirmam que as coordenadas homogéneas
foram “introduzidas na geometria analitica por Maibus, Pliicker, Hesse, Cayley, Salmon, etc.”
(Darboux; Hotiel, 1872, p.257). Afirmam também que jd havia muitos tratados contendo exposi-
coes satisfatérias em coordenadas homogéneas, citando os trabalhos de Salmon, Fiedler, Briot, Price
e Painvin. Para os editores elas contém o desenvolvimento das férmulas mais essenciais dessa impor-
tante teoria, destacando, porém, que ainda assim o nascimento de novas coordenadas nao era tao
difundido quanto se desejava. Eles elogiam dizendo que o livro retine e exibe de maneira simples, as
propriedades mais essenciais das coordenadas trilineares, feixe tangencial, harménico, quadrilateral
completo, colinearidade no plano e no espago. Além de afirmarem que o estudo dos sistemas de
coordenadas pontual e tangencial é realizado simultaneamente.

Os editores citam as seguintes obras para ilustrar os primeiros trabalhos diddticos nos quais esse
desenvolvimento paralelo dos sistemas de coordenas pontual e tangencial foi utilizado pela primeira
vez: a Geometria Superior e as Se¢oes Conicas de M. Chasles; além de M. Hesse, em seu Vorlesungen
aus der analytischen Geometrie des Raumes; e M. Painvin, em seus Principes de la Géométrie analyti-
gue. Ou seja, Darboux e Houel tinham um dominio bem extenso sobre o tema, citando obras de
diversos matemadticos, franceses ou de outras nacionalidades.

Form nter Ordnung, gleich Null gesetzt, stellt, wie schon im Eingange bemerke ist, eine Gleichungen Grades vor, in welcher x,/
x, die Unbekannte ist und welche also n Werther dieses Verhiltnisses liefert. Denken wir uns nun eine Gerade, deren jeder Punke
einen Wert dieses Verhiltnisses reprisentiert, so ist eine binire Form gewissermassen als der analytische Ausdruck des Complexes
der n Punkte zu betrachten, welche durch die entsprechende Gleichung gegeben sind.

> Introduites en Géométrie analytique par Mobius, Pliicker, Hesse, Cayley, Salmon, etc.
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Ainda no mesmo volume do Bulletin, Darboux publicou duas, das trés partes, do seu artigo Sur
une méthode nouvelle pour ['étude des courbes traces sur les surfaces algébriques. O interessante é que
este artigo mostra que Darboux conhecia bem o que fazia Cayley, pois cita diversas vezes os traba-
lhos de Cayley que utilizavam coordenadas homogéneas para tratar aspectos geométricos.

DARBOUX (1873)

Nosso proposito nao ¢é fazer a histdria das superficies ortogonais, projeto jd realizado por Croi-
zat (2016), e sim destacar o uso de métricas ndo euclidianas por Darboux. Com isso, examinamos
como Darboux aplica e desenvolve ideias em torno de superficies nao euclidianas e revelamos como
ele estava consciente dos trabalhos de Klein e Cayley sobre as métricas nao euclidianas.

O que ¢ interessante é que até 1870, segundo Croizat, Darboux duvida ainda do interesse das
métricas nao euclidianas, destacando-se a comunica¢io de Darboux com Hoiiel e Beltrami (Croi-
zat, 2016). Hoiiel traduz os trabalhos de Beltrami e Riemann, estando Darboux ciente dessas obras
que tratam de superficies nio euclidianas.

Darboux propéde, em sua obra, estudar as superficies de quarta ordem as quais ele chama de
cyclides, sendo aquelas que possuem uma conica dupla especial — o circulo do infinito. Ele também
estuda as curvas que denominou cycliques, caracterizadas por terem os pontos ao infinito sobre o
circulo, ou as curvas esféricas que resultam da intersecgao da esfera com uma superficie do segundo
grau. Neste caso, o cyclique é esférico de quarta ordem e o circulo diretor de segunda ordem.

Na primeira parte, Darboux estuda a transformacao por rayons vecteurs reciproques, dos focos
e das focais. Na segunda parte, ele estuda os cycliques planos e esféricos. A terceira parte ¢ dedicada
ao estudo dos imagindrios. Ele apresenta uma nova forma de demonstrar as propriedades métricas
focais das conicas a partir de uma proposigao de Chasles — 77aité des sections coniques. Nas duas tlti-
mas partes, ele se dedica ao estudo analitico e geométrico das superficies cyclides e do sistema triplo
ortogonal que se pode formar com estas superficies com a métrica de Cayley. Darboux desenvolve
os principios de Cayley em duas notas — a nota IV e V — relacionando-os com principios e proprie-
dades que ele aplica as superficies de quarta ordem por ele trabalhadas.

No inicio do primeiro capitulo, Darboux apresenta a transformagao por rayons vecteurs recipro-
ques, sendo dadas as expressoes:

k2x k?y
X=————7-YV=—"n—:7
x2 +y2 x2+y2

sendo x, y, X, Yas coordenadas dos pontos correspondentes. Darboux apresenta a forma com-
plexa da transformagao:

k? k*
X+Yi=—— X—-Y =——
x —yi x + yi

Como se pode constatar, esta transformagao ocorre na geometria de inversdo que num espago
n- dimensional, sendo dada uma esfera de raio 7, a inversao na esfera ¢ dada por:
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r2x;

5
ijj

X—

A geometria de inversao preserva a dupla razdo, pois sendo dados quatro pontos x, y, 2, w, a
dupla razdo ¢ um invariante sobre uma inversao. Logo, utilizando uma métrica baseada na dupla
razdo, uma inversao preserva as distincias e os 4ngulos. Esta propriedade é fundamental no trabalho
de Darboux com transformagbes por rayons vecteurs reciproques.

Darboux apresenta diversas caracteristicas dos cyclides e cycliques, mostrando casos onde a trans-
formacio opera com cyclides de mesmo foco, dentre outros casos particulares, onde ocorre ortogo-

nalidade.

A partir da terceira parte, onde sdo tratadas propriedades imagindrias em geometria, Darboux
D Rt — _p! , . .
desenvolve a seguinte relacio métrica: g2i(PMQ) — w, que, apds extrair a raiz quadrada,
jpp— 1 (u—a"Y(w-p)
fica i(PMQ) — (i—g,) (Darboux, 1873).

A relacio apresentada acima permite determinar o dngulo PM @ e pode ser expressa como o
logaritmo da razao anarmoénica das quatro retas MA, MB, MI e M]. Essa abordagem, que utiliza o
logaritmo da razio dupla, é conhecida como a métrica de Klein e foi desenvolvida em sua obra sobre
geometrias nao euclidianas.

A expressao de uma métrica partindo do logaritmo da razdo anarmoénica foi enunciada de
certa forma por Laguerre (1853), que em seu estudo sobre a teoria dos focos apresenta o seguinte
problema:

Problema. Um sistema de angulos A4, B, C, etc., situado num plano, que estdo relaciona-
dos por uma equacio qualquer F (4, B, C, . . .) = 0, encontre a relagio que liga os 4ngulos
correspondentes A', B, C', etc., quando se transforma a figura homograficamente. (La-
guerre-Verly, 1853, p.64, Tradugio nossa®)

Laguerre apresenta a seguinte relagio, sem nenhuma demonstragao:
F(loga logh logc )
2/—1"2V/-1"2v/-1

Ou seja, o Angulo A', sendo “a” a razdo anarmonica fica:
loga
2V—-1
Darboux faz mengao a Laguerre-Verly (1853) e a Chasles quanto ao histérico da relagio métri-

ca acima. Chasles (1870) cita igualmente Laguerre, porém d4 crédito a Faure quanto a demonstra-
¢ao da relagio métrica. Chasles afirma:

I

¢ Probleme. Un systeme d’angles A, B, C, etc., situés dans un plan, étant liés par une équation quelconque F (A, B, C, .. .) = 0,
. 1 ! ! ! .
trouver la relation qui lie les angles correspondants A', B', C', etc., quand on transforme la figure homographiquement.
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O Senhor Laguerre simplesmente enunciou esta expressio. O Senhor Faure, capitao de
artilharia, a demonstrou em um de seus trabalhos sobre a Transformation des propriétés

métriques des figures.” (Chasles, 1870, p.313, Tradugio nossa)

Faure trata de questoes métricas relacionadas a transformagio homogrifica ao longo de um

segmento de uma dada reta. Utilizando relagdes entre tridngulos homdlogos, Faure encontra as

. laco . | Ih | . | p 1 1-r p 1 141
seguintes relagoes para o angulo 4, homologo a um angulo a: Séna = - W= cosa == T

subtraindo estas expressdes uma da outra, encontrou: cos a’ — sin a'v—1 = Vr.

Utilizando a relagao de Euler, , ele reduz a expressao acima a forma: e = cos (x) + i.sin (x)
P logr
r
2v—1
sendo 7 a razdo anarmonica de quatro retas: as retas suportes do 4ngulo e as retas imagindrias

y = i\/—lx (Faure, 1859)

a

DARBOUX (1873) E A “GEOMETRIA DE CAYLEY”
No trabalho Sur une Classe Remarquable de Courbes et de Surfaces Algébriques et sur la Théorie des

Imaginaires, Darboux (1873) trata da geometria das relagoes métricas que ele chama de “geometria
de Cayley”. Mais especificamente nos artigos 61 e 62, além das notas III e V, onde ele faz uso das
nogoes de distAncia, apresentadas inicialmente por Cayley em sua sexta memoria sobre os quantics
de 1859, para tratar dos cicloides e problemas relacionados as superficies ortogonais.

Esta teoria das relagdes métricas de Cayley ¢é tratada especialmente na nota V, de titulo: Sur les
lignes géodésiques et les lignes de courbure dans la géométrie de M. Cayley. Apesar de Darboux enfa-
tizar a autoria de Cayley, ele faz referéncia a obra de 1862 de Fiedler sobre as formas bindrias, Die
Elemente der Neueren Geometrie und der Algebra der Bindren Formen, que possui de forma resumida
o conteddo da sexta meméria de Cayley . Além disso, cita a obra de Felix Klein que trata das geome-
trias nio euclidianas de 1871. Nao h4 citacio direta a sexta meméria, e o texto nem mesmo consta
nas referéncias de Darboux (1873), o que nos indica que Darboux deve ter tido contato com esta
obra de Cayley de forma indireta, muito provavelmente influenciado pela visita de Klein a Franga

na década de 1870.

Nessa nota V, Darboux trata principalmente das linhas geodésicas. E, para isto, ele define para
“absoluto” a esfera definida pela seguinte equagao:

x°+y°+2°—R?=0. (Darboux, 1873)

Entio, define a distincia entre dois pontos de coordenadas (x, 3 z) e (x', ¥/, ') sendo dada pelas
férmulas seguintes:

7M. Laguerre énonce simplement celle expression. M. Faure, capitaine d’artillerie, I'a démontrée dans un travail sur la Transforma-
tion des propriétés métriques des figures.
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B (xx" + yy' +zz' — R*)*
© (x% +y%+22 —R)(x'? +y'2 + 2’2 — R?) €

cos?d

(x2+y%2+2z%2— RZ)(x’2 + y’2 + 7% — Rz) — (xx" +yy' +zz' — R?)?

26 —
sen (x2+y2+ 22 —-R)(x2+y'2+ 272 —R?)

Darboux apresenta a métrica seguindo a mesma notagao que Cayley (1859¢) propoe em sua
sexta memoria sobre os guantics. Dado o ponto (x, y’, Z') ser vizinho ao ponto (x, ) 2), entdo se tem:

15 = (x% 4+ y% + 2% — R*)(dx? + dy?® + dz* — R*) — (xdx + ydy + zdz — R?)?
B (x2+y2+22 —R)(x? +y'2+7'2 — R?) '

A partir dessa métrica, Darboux passa a pesquisar as linhas geodésicas de uma superficie defi-
nida por uma equagio: f(x, 3 z) = 0 (Darboux, 1873).

Ainda h4 virios aspectos a serem analisados, porém jd podemos observar que Darboux desem-
penha um papel fundamental na recepgao das métricas de Cayley-Klein.

Na parte 61 de seu livro, Darboux trata dos cicloides de um sistema ortogonal dada uma
transformagio definida. Ele trata de uma transformagio que conserva os angulos das tangentes ao
plano e a superficie, utilizando neste caso as relagdes métricas desenvolvidas por Cayley. Darboux
apresenta as seguintes relagdes métricas:

eV = R,V = 2—11 log R (Darboux, 1873)

Sendo R a razdo anarmonica dos quatro planos, tangentes e ortogonais. Este caso para o cdlculo
dos 4ngulos, sendo apresentada a relagio que dé a distAncia, numa férmula bem parecida, com o
uso do logaritmo da razao anarmoénica. Darboux utiliza a relagio que d4 a medida do 4ngulo para
mostrar como a dada transformacio conserva os angulos. Faz uma breve demonstracio para a con-
servagao do angulo entre duas curvas e afirma que ela permanece para o caso de duas superficies,
ou uma superficie e uma curva.

Jé na parte 62, Darboux faz generalizacoes das nogoes de normal, focais e de linhas de curvatu-
ra. Darboux faz uso de uma defini¢ao que se utiliza da superficie de uma esfera, que seria o absoluto,
para definir a normal de uma superficie. Daf ele define linha de curvatura (Darboux, 1873).

Meétrica de Cayley nos Legons sur la théorie générale des surfaces

Darboux reuniu um belo trabalho de quatro volumes (1887-1896) em que trata da teoria das
superficies, Lecons sur la Théorie Générale des Surfaces et Les Applications Géométriques du Caleul
Infinitésimal. O primeiro volume traz o resumo das licdes que Darboux ministrou em Sorbonne
durante os invernos de 1882 a 1885. Darboux pretendeu apresentar a teoria das superficies com as
novas aplicagoes de seu periodo, principalmente com as ferramentas do cédlculo diferencial. Os qua-
tro volumes sao divididos em livros que, normalmente, discutem assuntos distintos. Por exemplo, o
primeiro volume ¢ dividido em trés livros: o primeiro trata das aplicagdes & geometria da teoria dos
movimentos relativos; o segundo, dos diferentes sistemas de coordenadas curvilineas; e o terceiro,
da teoria das superficies minimas.
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O terceiro volume tem relevancia quanto a recep¢ao das métricas de Cayley-Klein, por abordar
a relagdo desta com a teoria das linhas geodésicas e da curvatura geodésica. Este topico é estudado
no livro VI, sendo que esse terceiro volume se divide em apenas dois livros, livro VI e livro VII
(este ultimo trata da deformagao das superficies). Apresentaremos os principais apontamentos de
Darboux que relacionam a métrica de Cayley-Klein aos estudos das geodésicas, nos dedicaremos,
portanto, ao contetdo do capitulo XIV do livro VI.

J4 no inicio do capitulo XIV do livro VI, Darboux nos apresenta, em sua lista de matérias a
serem abordadas no capitulo, diversos tpicos relacionados as métricas de Cayley-Klein. Os t6pi-
cos mais importantes para nosso estudo sio: “Significagdo geométrica dos resultados precedentes;
generalizacio das nogoes de distdncia e Angulo devido ao Senhor Cayley”, “As curvas geodésicas na
geometria de Cayley”, “As superficies (M) estudadas no inicio deste capitulo onde, na geometria
Cayleyniana, seus raios de curvaturas sdo iguais e de sinais contrdrios” ¢ “Estudo de uma trans-
formagao que permite de transportar 4 geometria euclidiana todas as relacoes entre ingulos da
geometria de Cayley” (Darboux, 1894, p.471). Durante nossa anilise ficard claro o que Darobux
considera como geometria de Cayley, sendo que, apesar de Darboux citar diversas vezes Cayley, ele
considera importante também os trabalhos de Klein que trata das geometrias nao euclidianas.

O primeiro tépico que selecionamos, ou seja, signiﬁcagéo geométrica dos resultados prece-
dentes; generalizagdo das nogoes de distancia e Angulo devido ao Senhor Cayley, se encontra num
quadro do estudo das superficies minimas, que Darboux simboliza com “(M)”, relacionadas a uma
dada quddrica, que ele simboliza com “(Q)”. Darboux utiliza a seguinte defini¢dao de superficie
minima (M):

Nés temos visto (no 186) que as superficies minimas podem ser caracterizadas pela se-
guinte propriedade: As duas tangentes de comprimento nulo conduzido por cada ponto
da superficie devem ser duas tangentes conjugadas. E natu- ral de se estender essa defini-
¢30 um pouco ¢ buscar superficies que, se, em cada um dos seus planos tangentes ¢ pelo
ponto de contato desse plano, as duas tangentes sejam conduzidas a uma superficie fixa do
segundo grau, essas duas tangentes sio conjugadas relativamente a superficie procurada.
Quando a superficie do segundo grau ou quddrica ¢ reduzida ao circulo do infinito, a
definicdo anterior coincidird com a das superficies minimas. Se a quadrética for reduzida
a uma conica, a superficie procurada se tornard a transformada homografica de uma su-
perficie minima. Se a quadrdtica (Q) se reduz a um cone, a superficie serd o correlativo
de uma superficie minima. O tnico caso realmente novo a considerar ¢, portanto, o lugar
onde a quédrica pertence a classe mais geral; nds a designaremos, em forma abreviada,
pela letra (Q) e as superficies procuradas serao chamadas aqui as superficies (M). (Dar-
boux, 1894, p.472, Tradugao nossa®)

Darboux faz uma extensa andlise de como, dada uma superficie quadrdtica, encontrar a su-
perficie minima. Até que ele afirma que, para conseguir de uma maneira completa tratar dos casos

% Nous avons vu (no 186) que les surfaces minima peuvent étre caractérisées par la propriété suivante : Les deux tangentes de lon-
gueur nulle menées par chaque point de la surface doivent étre deux tangentes conjuguées. Il est naturel d’étendre un peu cette
définition et de chercher les surfaces telles que, si, dans chacun de leurs plans tangents et par le point de contact de ce plan, on
mene les deux tangentes & une surface fixe du second degré, ces deux tangentes soient conjuguées relativement a la surface cherchée.
Quand la surface du second degré ou quadrique se réduira au cercle de 'infini, la définition précédente coincidera avec celle des
surfaces minima. Si la quadrique se réduit & une conique, la surface cherchée deviendra la transformée homographique d’une sur-
face minimum. Si la quadrique (Q) se réduit & un cone, la surface sera la corrélative d’une surface minimum. Le seul cas réellement
nouveau a envisager est donc celui o1 la quadrique appartient 4 la classe la plus générale ; nous la désignerons, pour abréger, par la
lettre (Q) et les surfaces cherchées seront appelées ici les surfaces (M).
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envolvidos nessa questao, deve-se considerar as generalizacoes das nogoes de 4ngulo e distAncia que
sao devidas a Cayley (Darboux, 1894). Darboux, ao fazer essa afirmagao, cita em nota de rodapé
trés referéncias: primeira, a sexta memoria sobre os guantics de Cayley, desta vez fazendo referéncia
a0 volume dois da coletinea de artigos de A. Cayley; segunda, & meméria de Felix Klein de 1871,
Ueber die sogenante Nicht-Euklidische Geometrie dos Mathematische Annalen; e por fim, ao seu pré-
prio trabalho, Mémoire sur une classe remarquable de courbes et de surfaces algébriques, cujas principais
relagdes com a abordagem de Cayley jd indicamos. Cabe destacar que, de forma inicial, Darboux te-
ria tido contato com as obras de Cayley de forma indireta, por via de Klein conforme analisamos em
Darboux (1873), mas nessa nova publicagao o autor cita diretamente a sexta memdria e, além disso,
faz questao de destacar a coletinea das obras de Cayley, propagando assim os métodos de Cayley
para os jovens cientistas franceses. Darboux apresenta a métrica de Cayley da seguinte maneira:

Essa generalizagio comega com a substituigio de qualquer quddrica (QQ) pelo circulo no
infinito. Dados dois pontos no espagco M, M’, chamamos de distincia entre esses dois
pontos a fungio 8 definida pela equagio (26) €*® = R, onde R denota a razio anarménica
de M, M’ e os dois pontos em que a reta MM intersecta a quddrica (Q). Se x, y, z, ¢

x',y', 7z, ¢ denotam as coordenadas dos dois pontos e se a quidrica (Q) ¢ definida pela
18f 18f  _16f
X' =ty =-+7Z =
equagio homogénea (27) flx, 522 = 0, entio teremos (28) cos § = 1(51—5",,52,),.
_ 9 2y fGeyzt)f(x"y"z"t")
(Darboux, 1894, p.479, Tradugao nossa’)

A equacio (26) define a distancia entre dois pontos M e M" como uma fungio da razio anar-
monica R desses pontos e dos pontos onde a reta MM’ intersecta a quddrica (Q). A razao anarmé-
nica é uma quantidade invariante sob projecio perspectiva, o que significa que se projetarmos os
pontos M e M’ e a quddrica (Q) em um novo plano, a razio anarménica nao muda.

A equagio (28) define o cosseno da distancia entre dois pontos M e M’ em termos das coorde-
nadas dos pontos e da equagio da quddrica (Q). Essa equacgio ¢ atil para calcular a distincia entre
dois pontos em uma variedade projetiva a partir da equagio da quddrica que define essa variedade.
A distancia entre dois pontos ¢ uma quantidade importante em geometria projetiva, e essa equagao
fornece uma maneira conveniente de calculd-la.

Percebe-se, entao, que Darboux (1894) aplica em seu livro a teoria de Cayley sobre as métricas
e faz isso de forma a relaciond-la a geometria diferencial. Para ele o que fez Cayley se traduziu numa
abordagem que ele chamou de “geometria de Cayley”. Destaca-se que essa abordagem se tornou
uma importante ferramenta para a geometria diferencial e para a teoria das superficies, a partir das
consideracoes de Darboux.

CONSIDERACOES FINAIS

A anilise apresentada evidencia o papel central de Gaston Darboux na recepgio e desenvol-
vimento das métricas de Cayley, destacando sua atuagao como editor, pesquisador e divulgador.
Darboux nio apenas assimilou as ideias de Cayley, mas também as expandiu, integrando-as a novos

9 Cette généralisation a pour point de départ la substitution d’une quadrique quelconque (Q) au cercle de Pinfini. Etant donnés
deux points dans I'espace M, M, appelons distance de ces deux points la fonction § définie par I'équation (26) €2i8 = R, R désig-
nant le rapport anharmonique de M, M’ et des deux points ot la droite MM’ rencontre la quadrique (Q). Six, y, z, t; %X, y', 7,

t' désignent les coordonnées des deux points et si la quadrique (Q) est définie par I’équation homogene (27) fx,32,¢) = 0, on aura
(28) cos 8 == (X’%J'y’g_gﬂlg_f)

Z.

2 f Gy f Ty 2
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contextos matemdticos, como a geometria diferencial e o estudo de superficies algébricas e nao
euclidianas.

Por meio do Bulletin des sciences mathématiques et astronomiques e de suas obras, como Legons
sur la théorie générale des surfaces, Darboux contribuiu para a disseminagio e consolida¢io das mé-
tricas de Cayley na Franca. Ele utilizou conceitos como a razio anarmonica e as propriedades de
invaridncia para formular novos métodos e resultados em geometria.

Destaca-se também a importincia da interag¢io entre matemdticos de diferentes nagoes e
periodos histéricos no avango do conhecimento. A influéncia das métricas de Cayley, ampliadas por
Darboux, demonstra como ideias matemadticas podem ser reinterpretadas e aplicadas em diferentes

contextos, consolidando sua relevincia na histéria da matematica.
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