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RESUMO

Considerando que aspectos da histéria da educacio matemdtica e do ensino de matemdtica sao importantes de serem
discutidos na formacio de professores, seja inicial ou continuada, neste texto destaco como o teorema de Pitdgoras e sua
generalizacio sdo ou nao apresentados em livros de diferentes periodos. Na palestra também foram discutidos aspectos
relativos s fragoes e aos produtos notdveis. Os livros, especialmente os diddticos, sao as principais fontes utilizadas.
Como resultados, destaca-se que a generalizacio do teorema de Pitdgoras nio figura nos livros diddticos atuais e o
desconhecimento dos professores sobre a ela. Além disso, hd a necessidade de que os livros diddticos e os professores
ao tratarem do teorema de Pitdgoras possam associd-lo as dreas dos quadrados construidos sobre os lados do triangulo
retAngulo, possibilitando que o teorema volte a ter um sentido geométrico, além do algébrico.

Palavras-chave: Teorema de Pitdgoras; Generalizacio do Teorema de Pitdgoras; Formacio de professores de Matemd-
tica; Histdria na formacao.

ABSTRACT

Considering that aspects of the history of mathematics education and of mathematics teaching are important to discuss
in teacher training, initial or continuing, this text highlights how Pythagoras’ theorem and its generalization are or are
not presented in textbooks from different periods. In the lecture also discussed aspects related to fractions and notable
products. Books, especially textbooks, are the main sources used. As a result, it is highlighted that the generalization of
Pythagoras’ theorem does not appear in current textbooks and that teachers are unfamiliar with it. Further, textbooks
and teachers need to associate Pythagorean theorem with the areas of squares constructed on the sides of a right triangle,
allowing the theorem to regain a geometric meaning, beyond its algebraic one.

Keywords: Pythagorean theorem; Generalization of the Pythagorean theorem; Mathematics teacher training; History
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INTRODUCAO

Quando o Marcos Liibeck me convidou para palestrar no Semindrio Nacional de Histéria da
Matemdtica a ser realizado em 2025, me pediu apenas que em minha fala envolvesse alguma hist6-
ria da educa¢io matemadtica brasileira.

Dentre as vérias opgdes que poderia escolher sobre o assunto, decidi destacar alguns aspectos
da histéria da educagio matemdtica e do ensino de matemdtica no Brasil, que de alguma forma
estdo relacionados ou com as minhas pesquisas préprias de doutorado ou pés-doutorado ou com as
pesquisas de algum orientando meu, tanto de iniciagdo cientifica, como de mestrado e doutorado.
Mas também se relacionam com as minhas atividades como professora atuante tanto na formagao
de professores de matemdtica, que defende que aspectos da histéria da educagio matemadtica e do
ensino de matemdtica sao importantes de serem discutidos na formacao de professores, seja inicial
ou continuada.

Entio o que discuti teve dois focos:
* Apresentar algumas investigagoes em histéria da educag¢io matemdtica e do ensino de matemdtica;

* Discutir como a formagao de professores pode se beneficiar do conhecimento da histéria da mate-
mdtica, da educacio matemadtica e do ensino de matemdtica;

Desde os meus trabalhos iniciais, quanto os que tenho orientado, temos tomado como fonte
os livros diddticos de matemadtica, e de um ponto de vista histdrico, vamos tracando o caminho
de como alguns contetudos vao figurando nos livros diddticos e tomando forma como contetidos
escolares.

Para fazer uma abordagem na palestra escolhi tratar de trés contetidos especificos, fracoes, pro-
dutos notéveis e teorema de Pitdgoras e como estio destacados em livros de diferentes periodos do
século XX. No entanto, nesse texto, abordarei apenas o que tratei relativo ao teorema de Pitdgoras.

TEOREMA DE PITAGORAS: O QUE SABEMOS SOBRE?

Considerando que as pessoas que me ouviam eram professores de matemadtica era esperado que
tivessem conhecimentos sobre esse tema. Quando fiz a pergunta que estd no titulo dessa se¢ao, va-
rios presentes recitaram o enunciado: “o quadrado da hipotenusa ¢ igual ao quadrado dos catetos”.
Algumas lembraram que se tratava de uma proposicio que estd no livro Os Elementos, de Euclides,
mas nem todas se lembraram desse fato. A proposi¢io 47 do livro I de Os Elementos de Euclides é
conhecida por Teorema de Pitdgoras. Ele pode ser expresso da seguinte forma:

“Nos tridngulos retingulos, a soma das dreas dos quadrados tomados sobre os catetos é igual i
drea do quadrado tomado sobre a hipotenusa’.

Esse enunciado e o anteriormente recitado pelos presentes tém diferengas. Aqui se d4 destaque
a palavra drea. Trata-se das medidas das dreas construidas sobre os lados do tridngulo retingulo, mas
de modo geral essa ideia nao tem sido refor¢ada nas aulas de matemadtica, nem nos livros diddticos.
Mesmo quando nao ¢ tao resumido, quanto na descri¢ao dos presentes, aparece como o quadrado
da medida da hipotenusa e dos catetos, como na figura 1:

100



Dulcyene Maria Ribeiro

Figura 1- Teorema de Pitdgoras

Podernas, entdo, enunciar o teorema de Pitagoras

Em qualguer triangulo retanguio, o quadrado da
medida da hipotenusa & igual 3 soma dos quadrados
das medidas dos catetos

al=ph+c

Fonte: Giovanni Junior (2022, p. 209)

Na unidade 1 do mesmo livro, quando trata dos niumeros irracionais, Giovanni Janior (2022)*
usa um tridngulo retingulo isésceles para a construcio da v/(2) e destaca as 4reas dos quadrados
construidos sobre os lados do tridingulo em uma malha quadriculada. Nesse momento, até enuncia
a propriedade de modo diferente e ressalta que serd demonstrada na unidade 7. Nesta unidade, re-
toma, com exemplos, a ideia as dreas construidas sobre os lados de um tridngulo retingulo isésceles,
e escreve “A drea do quadrado com um dos lados comuns a hipotenusa é igual 4 soma das dreas dos
quadrados com um dos lados comuns a cada um dos catetos”. Mas o teorema ¢é finalmente apresen-
tado como estd enunciado na figura 1, sem o destaque a palavra drea e sem qualquer representagao
de quadrados sobre os lados do tridngulo.

Na maioria das vezes, o teorema de Pitdgoras decorre da apresentacio das relagdes métricas no
triangulo retangulo, como em Iezzi, Dolce e Machado (2022)%. O enunciado do teorema foi expli-
citado da seguinte forma: “Em qualquer tridngulo retdngulo, a soma dos quadrados dos catetos é
igual ao quadrado da hipotensa: b* 4 ¢* = a® Essa tltima relagio é conhecida como teorema de
Pitdgoras” (lezzi, Dolce e Machado, 2022, p. 149). Nesse material nao ¢ feita nenhuma associacio
com dreas das figuras construidas sobre os lados do tridngulo, nem apresentada qualquer imagem re-
lacionada a isso. Apenas mencionado que hd outras formas de demonstragio do teorema que seriam
apresentadas na se¢do Na histdria, ao final do capitulo. Nessa segao, é mencionado sobre a histéria
de Pitdgoras, apresentadas as demonstragoes do teorema atribuidas aos pitagéricos, a Bhaskara e a
James A. Garfield, mas nenhum enunciado diferente do teorema ¢ apresentado.

E como enunciado em lezzi, Dolce e Machado (2022) que o teorema aparece na maioria dos
materiais consultados, que estd muito préximo do que foi relatado pelos ouvintes na palestra, que
apenas nao destacaram a palavra soma.

Verificar como esse enunciado tem sido apresentado em livros diddticos nos ajuda a entender
com a maioria dos professores de matemdtica desconhecem a associagao as dreas dos quadrados
construidos sobre os lados do tridngulo retAngulo. E, um enunciado tdo importante quanto esse,
decorrente de uma figura geométrica, um tridngulo retdngulo, fica sem sentido geométrico.

Voltando 2 interlocu¢io com os presentes durante a palestra, quando perguntei se o teorema
de Pitdgoras tinha aplica¢des, foram uninimes em dizer que sim. Ressaltaram aplica¢des nas cons-
trugdes, na fisica, na arquitetura, entre tantas outras.

Agora, quando questionei se esse resultado tinha generalizagao foi um siléncio s6. Nenhum
dos presentes mencionou que o teorema de Pitdgoras pode ser generalizado para quaisquer figuras

* Livro aprovado no PNLD vigente.
? Livro aprovado no PNLD vigente.
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semelhantes construidas sobre os lados do tridngulo retAngulo, muito menos que era um resultado
que também figura no livro Os Elementos de Euclides.

Considerando a tradugao do livro de Euclides realizada por Irineu Bicudo, trazemos, a seguir,
a proposi¢ao 31, do livro 6, de Os elementos, bem como sua demonstragio, que apresenta a genera-
lizacao do teorema de Pitdgoras.

31. Nos tridngulos retingulos, a figura sobre o lado subtendendo o dngulo reto é igual is figuras
semelhantes e também semelhantemente descritas sobre os lados contendo o dngulo reto.

Seja o tridngulo retingulo ABC, tendo o angulo sob BAC reto; digo que a figura sobre a
BC ¢ igual s figuras semelhantes e também semelhantemente descritas sobre as BA, AC.
Fique tragada a perpendicular AD.

Como, de fato, no tridngulo retingulo ABC, foi tragada a perpendicular AD do angulo
reto junto ao A até a base BC, os tridingulos ABD, ADC junto & perpendicular sio se-
melhantes tanto ao todo ABC quanto entre si. E, como o ABC ¢ semelhante ao ABD,
portanto, como a CB estd para a BA, assim a AB para a BD. E, como trés retas estao em
propor¢io, como a primeira estd para a terceira, assim a figura sobre a primeira para a
semelhante e semelhantemente descrita sobre a segunda. Portanto, como a CB estd para
a BD, assim a figura sobre a CB para a semelhante e semelhantemente descrita sobre a
BA. Pelas mesmas coisas, entdo, também como a BC para a CD, assim a figura sobre a
BC para a sobre a CA. Desse modo, também como a BC para as BD, DC, assim a figura
sobre a BC para as semelhantes e semelhantemente descritas sobre as BA, AC. Mas a BC
¢ igual as BD, DC; portanto, também a figura sobre a BC ¢ igual as figuras semelhantes e
semelhantemente descritas sobre as BA, AC.

Portanto, nos tridngulos retdngulos, a figura sobre o lado subtendendo o 4ngulo reto
¢ igual as figuras semelhantes e semelhantemente descritas sobre os lados contendo o
4angulo reto; o que era preciso provar. (Euclides, 2009, p. 264. Itdlico como no original).

Em uma linguagem mais préxima aos dias de hoje, podemos descrever essa proposi¢ao, que
estende o teorema de Pitdgoras ao caso de figuras semelhantes de qualquer espécie, da seguinte ma-
neira: Em tridngulos retingulos, a medida da drea de wma figura qualquer construida sobre a hipotenusa
é igual & soma das medidas das dreas das figuras semelhantes a primeira, construidas sobre os catetos.

Esse resultado, apesar de praticamente desconhecido por hora figurou em livros utilizados no
mundo europeu nos séculos XVII e XVIII, como Cuvrsvs sev mvndyvs mathematicvs: Complectens Ev-
clidis Libros Octo, Arithmeticam, Theodosij spharica, Trigonometriam, Geometriam practicam, Mecha-
nicam, Staticam, Geographiam vniuersalem, Tractatum de Magnete, Architecturam Ciuilem, & Artem
tignariam., do francés Claude Francois Milliet Dechales (1621-1678) e Cours de Mathematique, do
francés Jaques Ozanam (1640-1718). Os livros de Dechales, tiveram um alcance mais geral, indo
além das aulas de formagao em escolas militares, que parece ter sido o destino mais comum do livro
de Ozanam.

Mas, essa proposi¢ao, que estende o teorema de Pitdgoras ao caso de figuras semelhantes de
qualquer espécie, também esteve presente em livros diddticos brasileiros do principio do século XX,
como no livro Curso de Mathematica, 4° ano, de Euclides Roxo, Cecil Thiré e Mello e Souza. Nele
hd informacoes de que o teorema de Pitdgoras poderia ser generalizado para outros poligonos e que
nao passa de um caso particular de um teorema mais geral. Como exemplo, utilizando a fé6rmula
do célculo da 4rea do tridngulo equildtero, mostram que o teorema vale também para os tridngulos
equildteros.
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No triangulo rectangulo ABC os elementos a, b e ¢ sdo, como sabemos, ligados pela rela-
cao (M: g2 = b2 4 2
Multiplicando todos os termos dessa igualdade pelo

numero

, vem:
V3 V3 V3
2V9o _aV9O | aVO
a 7 b 1 +c 1

O primeiro membro exprime a drea do triangulo
equilatero construido sobre a hypothenusa; o segundo
membro ¢ a somma das 4reas dos triangulos equilate-
ros construidos sobre os catetos.

Podemos, pois, concluir a seguinte propriedade:

I

O triangulo equilatero construido sobre a hypothenusa ¢ equilavalente &4 somma dos
triangulos equilateros construidos sobre os catetos.

De um modo geral:

O polygono regular construido sobre a hypothenusa é equivalente a somma dos polygonos se-
melhantes construidos sobre os cathetos (*). (Roxo; Thiré; Mello e Souza, 1938, p. 243-244.
Itdlico e asteriscos como no original).

O asterisco dessa citagio remete a seguinte nota de rodapé: “Do mesmo modo demonstraria-
mos que para trés polygonos semelhantes quaisquer S, P e Q construidos respectivamente sobre a,
b e ¢ (lados homdlogos dos polygonos), teriamos: S = P + Q” (Roxo; Thiré; Mello e Souza, 1938,
p. 244). Esse resultado geral nao foi demonstrado, mas foram apresentadas as demonstracoes para
os casos do circulo e das lunulas. Apesar dessas demonstragoes e das vdrias notas histéricas do livro,
nao foi mencionado que o resultado jd estava na obra de Euclides. Para mais detalhes sobre a histéria
do teorema de Pitdgoras em livros diddticos ver Ribeiro e Ciani (2019).

Nio encontramos livros didéticos atuais em que esse resultado esteja expresso. E possivel en-
contrar mengdes a ele em trabalhos especificos desenvolvidos em programas de pés-graduagio,
como Silva (2014) e Oliveira (2013) ou como em Wagner (2015), que se trata de uma apostila dis-
ponibilizada pelo Instituto de Matemdtica Pura e Aplicada (IMPA), para preparacao dos estudantes
para a Olimpiada Brasileira de Matemdtica das Escolas Pablicas (OBMEP). No entanto, nenhum
dos materiais consultados apresenta que a generalizago é a proposi¢ao 31 do livro 6 de Os Elementos
de Euclides, dando a impressdo de ser resultado do trabalho de matemdticos atuais.

Nao estar nos materiais diddticos ¢ um indicativo do desconhecimento dos professores atuais
sobre a generalizacdo do teorema de Pitdgoras, manifestada inclusive durante a palestra como jd
mencionado.

CONSIDERACOES

Para finalizar, o que foi discutido nesse texto reforga a necessidade de que os professores ao
tratar do teorema de Pitdgoras possam associd-lo as dreas dos quadrados construidos sobre os lados
do tridngulo retingulo, possibilitando aos estudantes compreenderem que a férmula a® = b? 4 ¢
estd relacionada a dreas e nao apenas a letras sem sentido geométrico. E, que os professores tenham
familiaridade com a histéria da matemadtica e com os fundamentos histéricos dos conhecimentos
que ensinam. Ainda que nio apresentem aos alunos a generalizagao do teorema, por exemplo, é
essencial que a conhecam, saibam da relevincia que jd teve em diversos materiais diddticos e do fato
de nao se tratar de um conceito recente.
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